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En este trabajo se ha probado el desempeilo y eficiencia numerica de dos tecnicas para
la determinacion de una superficie libre en la simulaci6n de problemas de inestabilidad
capilar: el metodo de spines y el Height Flux Method 0 HFM. Elias fueron utilizadas
con eI Metodo de Elementos Finitos en formulaci6n mixta y penalizadaen presion. Los
resultados permiten identificar la estrategia mas eficiente y situaciones donde un
algoritmo puede ser mas conveniente que 000.

In this work have been proven the performance and numeric efficiency of two
techniques for determination of a free surface in the simulation of capillary instability
problems: the spines method and the Height Flux Method or HFM. They were used with
the Finite Elements Method in mixed and penalty formulations. The results allow to
identify the most efficient _strategy and situations where an algorithm can be more
convenient that another.

Los fenomenos de inestabilidad de un filamento 0 pelfcula de fluido de pequeflas dimensiones, debido a
fuerzas de tensiOn superficial en una interfase, se denominan cornUntnente problemas de inestabilidad
capilar 0 de Rayleigh [l]. Por ejemplo, la inestabilidad que produce la ruptura de un chorro 0 jet de
fluido bacia la formaci6n de gotas se explota convenientemente enel mecanismo de las impresoras ink-
jet 0 de "chorro de tinta" [2].-Adernas de su utilizaci6n en pequefta escala (itripresoras doniesticas 0 de_
oficina), dispositivos de aplicaci6n industrial se usan para la impresi6n de grandes volumenes de
etiquetas de medicamentos y, en otros casos, para depositar sustancias reactivas sobre un sustrato. Por
000 lado, el proceso de colapso de una pelicula de fluido sobre un s6lido de geometria cilindrica es un
fen6meno indeseable en procesos de recubrirniento de cables metAlicos con polimeros aislantes y en la
fabricaci6n de conductores de ultima generaci6n (fibras 6pticas). Esto se debe a que se interrumpe la
uniforrnidad del recubrirniento mediante la formaci6n de gotas sobre la superficie del sustrato [3]. Por
ultimo, la tnecanica respiratoria de los seres vivos est! fuertemente influenciada por el comportarniento
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de una delgada peticula defluido qU!lrecubre el interior de las vias respiratorias y cuya dinamica esta
gobernada por los fen6menos de inestabilidad capilar antes mencionados [4J.

Debido a que estos problemas se desarrollan a pequeila escala (tamafto reducido), la observaci6n y
experimentaci6n es muy dificil de realizar. Por el contrario, el analisis numerico ha mostrado ser una
herramienta muy poderosa para la simulaci6n, visualizaci6n y comprensi6n de 108 complejos fen6menos
fisicos involucrados. A traves de los afios, se ban desarrollado modelos cada vez mas realistas de estos
problemas, gracias al importante avance y desarrollo de las computadoras y las tecnicas nomericas. Los
procesos de inestabilidad son implicitamente transientes, situaci6n que se refleja en las variables de flujo
(velocidad y presi6n) y en la geometria del don;linio (debido a la interfase m6vil 0 SL). Esta ultima, se
debe determinar como parte de la soluci6n e introduce nuevas variables 0 grados de libertad al
problema. Ademas, la naturaleza temporal, el fuerte caracter no-lineal de las ecuaciones y la
complejidad que introduce el caJculo de la SL, determinan que la simulacion numerica sea muy costosa
(en cuanto a tiempo de c6mputo). Entonees, esevidente que para el buen suceso de trabajos donde se
pretenda obtener resultados adecuados, se debe contar con una tecnica probada y eficiente.

Con respecto a 108 modelos nUJJl6ricos mas desarrollados, se pueden mencionar 108 trabajos de
Mashayek y Ashgriz ([5J, [6] y [7]), quienes resolvieton las ecuaciones de Navier-Stokes 3-D
axisimCtricas, simulando la evoluci6n temporal de perturbaciones interfaciales sobre jets y peliculas 'de
recubrimiento. Para elIo, utilizaron el Metodo de Elementos Finitos (MEF) en formulaci6n penalizada
en presion, junto con una t6cnica novedosa para encontrar la posici6n de la SL en cada paso de tiempo:
el Height Flux Method 0 HFM. Por otro lado, Campana y col. [8J obtuvieron resultados con un modelo
equivalente al presentado en [7], que fue resuelto con el MEF en formulacion mixta y utilizando el
metodo de spines implicito [9]. Estos datos fueron comparados con 108 publicados en [5], [6] y [7J,
Iograndose un muy buen acuerdo a pesar de las diferencias en las tecnicas numericas usadas. Sin
embargo, persiste la inquietud acerca de cual de los algoritmos es mas eficiente.

EI objetivo de este trabajo es el de realizar un estudio num6rico comparativo entre dos t6cnicas para el
calculo de la superficie libre (HFM vs spines implicito), para determinar las ventajas y limitaciones de
cada una. En forma simuItanea, se evaluara el desempeno de las formulaciones del MEF penalizada en
presibn vs mata. Este marco de trabajo, permitirA adem8s la prueba y an8lisis de algunos algoritmos de
integraci6n temporal y estrategias para la selecci6n automatica del paso de tiempo ([10] y [liD, como
tambien el desempefio de algunos elementos finitos clAsicos. Para la realizaci6n de estas pruebas, se
resolvieron las ecuaciones de Navier - Stokes 3D axisimCtricas, simulando la evoluci6n temporal de
perturbaciones interfaciales en jets y recubrimientos de fluidos.

En la Fig. I se muestra una idealizaci6n geometrica para 108 problemas de inestabilidad capilar a
estudiar. Se supone que el cilindro sOlido tiene radio a y la interfase radio roo Seleccionando a ro y a
(p ro 3/0)112 como escalas caracteristicas de longitud y de tiempo respectivamente [7], las ecuaciones de
Navier - Stokes en forma adimensional quedan

Re[Z +(V-i).VV]=V.T

T=-pI+(Vv+VvT
)



p la presion hidr0din6mi~ y V el vmor gradiaJte. Adema5, :i represemall velocidad de
desplazamiento del dominio fISico, debido a que Ias ecuaciones estan formuIadas de acuerdo con una
descripci6n Euleriana Lagrangiana Arbitraria del movimiento. Por Ultimo, Re representa el nUmero de
Reynolds que, de acuerdo con las escalas caracteristicas definidas, toma la furma Be = (lIvXurolp)1fl,
donde p representa la densidad, u la taJSi6n superficial lfquido-gas en la interfiIse. y v la vicosidad
cinematica (p Ip) del fluido. La condici6n de contorno de balance de taJSiones sobre la SL,
considerando esfuerzos de corte 0 tangenciales despreciables, se puede escribir (para problemas
axisimetricos) como

T.n = Re(~+n(n.eJ)
dX r.

En la 000 (3), t indica el versor tangente a Ia superficie libre, ;rei panlmetro longitud de areo, n el versor
normal, e,. el versor en la direcci6n radial y r.el radio local de la interfase. Sobre la pared del filamento
s6lido de radio adimensional s, se imponen condiciones de contorno de no-deslizamiento. El dominio de
flujo es perturbado con una sinusoide sobre su estado inicial de reposa. Con fines de simplificaci6n, !Ie
supone que el problema es simetrico en Ia direcci6n axial y se resuelve 8610media longitud de onda del
dominio perturbadoo En 108 pianos Z = 0 y z = a = If Iwno, se supone que durante la evoluci6n
persisten las condiciones de simetrfa; esto significa que no hay flujo ni esfuerzo de corte sobre ellos 0 de
manera equivalente

iJh =0 n.v=O ton.T=Ooz

z
Z=O z= a

Figura 1: Representaci6n del dominio axisimetrico de tlujo sobre media longitud de onda de la perturbaci6n y
sistema coordenado adoptado, en variables adimensionales~

En la 000 (5), wno = 2 7tI(} es el nfunero de onda y () la longitud de onda, ambos adimensionales. De
acuerdo con 10 presentado en [7], el valor R (menor que la unidad) se calcula para pennitir la
conservaci6n de volumen y es funci6n de la amplitud de la perturbaci6n inicial "lI = [; (I - s). EI
parametro [; representa la amplitud de la perturbaci6n referida a al espesor de fluido inicial. La SL se
trata como una superficie material. por 10 que el fluido no es capaz de atravesarlao Esta condici6n se
representa a traves de la oouaci6n cinem8tica, seg6n
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La ec. (6) es valida sobre todos 10 puntos pertenecientes a la interfase. Cuando se trabaja simulando
chorros de fluido, se tiene s = 0 (no hay sustrato solido) y por 10tanto se debe modificar la condicion de
no deslizamiento por otra de simetria axial en r = O. Las ec. (1) a (6), completan la formulacion te6rica
de los problemas de iilestabilidad capilar. Se ban definido cU8trO parAmetrosadi1llensionaies mediante
los cuales se pueden representar diferentes condiciones fisicas: (i) el n6mero de Reynolds Re, que
relaciona las fuerzas inerciales y viscosas puestas en juego, (ii) el n6mero de onda wno mediante el cual
se impone la perturbaciOn con una longitud deonda determinada, (iii) la arnplitud de la perturbaci6n ey
(iv) un parAmetro geometrico s que indica el radio del sustrato sOlido 0, en forma equivalente, el espesor
de la capa de fluido de recubrimiento.

Las ecuaciones presentadas en la secciOn anterior conforman un sistema no lineal para la velocidad, que
depende del tiempo a traves de la derivada temporal en la ec. (2) y la condicion cinemAtica definida por
la ec. (6). AdemAs, el dominio fisico se desconoce a priori y se debe determinar como parte de la
solucion del sistema (problema de frontera libre). Para resolver este complejo conjunto de ecuaciones, se
utilizl> el MEF (residuos ponderados de Galerkin) con elementos isoparametricos de Lagrange de 4
nodos de velocidad y presi6n constante. Por 10 tanto, las derivadas espaciales se discretizaron con
funciones de forma bilineales (BL) continuas entre elementos y dado que la presiOn se considera
CQDStantesobre cada elemento, se 10 referirli como BLPC. Para el tratamiento de la presion y la
condiciOn de incompresibilidad (ec. (I» se utilizaron las dos formulaciones mas conocidas del MEF.
Por un lado, Ia formulaciOn mixta, en la cual la presiOn se aproxima con funciones de interpolacion
distintas a las usadas para Ia velocidad y los vaIores de presion. ingresan como nuevos grados de
libertad al sistema global. De forma altemativa, se trabajo tambien con Ia formulaciOn penalizada
(tecmca de integracion reducida selectiva), eliminando como incOgnita Ia presi6n del sistema global
mediante la ecuacioo constitutiva

En Ia ec. (7), ..t representa el panUnctro de penaIizaciOn (de valor tfpico entre 107 y 1O~. Para la
integraci6n en el tiempo, se opt<>por el mttodo predictor - corrector, discretizando las derivadas
temporales por diferencias finitas. Se utilizaron dos algoritmos predictor - corrector, de acuerdo con la
t6cnica usadapara encontrar Ia SL: (a) predictor de Orden Cero - corrector Backward Euler (00-
BE) Y (b) predictor A1iams Basfortb - corrector Trapezoidal Rule (AB-TR). EI sistema de ecuaciones
a1gebraico no-lineal resultante de Ia discretizacioo se resuelve (en forma implicita) aplicando el metodo
de Newton en cada paso de tiempo. Para Ia parametrizacioo de Ia superficie libre se utilizO el metodo de
los spines [9J, el cual permite desplazar Ios nodos de caIculo de acuerdo con Ia posicioo actual de la SL.
En el caIculo de dicha posiciOn. se define un conjunto de variables que representan la altura de la
interfase medida con respecto a una referencia. En forma independiente de la parametrizaci6n, se debe
COJJSiderarel metodo de calculo de dichas alturas. Una opciOn es el rnetodo de spines imp/ieito [9],
donde !as alturas se calculan en forma simultanea con eI resto de las variables (velocidad y presiOn). .AI
ser un algoritmo implicito. todas !as variables del problema se pueden aproximar con la Dlisma precill.i6n
en la integraciOn temporal. Por 10tanto, todas las derlvadas temporales se discretizaron en el tiempocon
eI esquema AB-TR. Otra alternativa, es Ia utilizaci6n de un mttodo de spinu exp/ieito (HFM) [5], en eI
cual las alturas se calculan en forma sq>arada mediante balances de masa locales en parcelas del
dominio. Dado que este es un esquema explicito para el caIculo de Ias alturas y fue disefiado con
precisibn de primer orden, la integraciOn temporal de !as ecuacionc:s del movimiento se debe realizar con
el m6todo oo-BE para aproximar todas las variables con Ia misma precisi6n.



De I~uerdocon lQ expuesto basta aqui, se cuenta con diferentes altemativas para resolver los modelo8
presentados en la secci6n anterior. En la Tabla I se indican los c6digos num6ricos construidos y 8US
caracterfsticas, facilitando la posterior referencia y discus iOn de los resultados. Para comprender !as
siglas, !as primeras tres letras representan el metodo de c&lculo de la SL y las restantes la formulaci6n
deIMEF.

SIGLAS
HFMPEN
SPIPEN
SPIMIX

Tabla I - C . os alllllkieosa-!izad08 tivameIde.
C8lcuIo de Ia SL FormuladOn MEF iOnT
HFM Penalizada en PresiOn 0O-BE
S ines Penalizada en Presioo AB-TR
S ines Mixta AB-TR

Finalmente, es importante aclarar que todos los programas mencionados en la Tabla I trabajan con el
mismo algoritmo para la seleccioo autom8tica del saito de tiempo. Para eUos se opt6 por utilizar el
metodo de Crisfield [II], que ajusta el saito temporal de tal forma que el bucle de Newton alcance el
error prescrito (l0~ en un n6mero deseado de iteraciones (3, por ejemplo) para todos !os instantes de
tiempo. Resultados complementarios sobre la utilizaci6n de otros tipos de elementos finitos, tambien
serlin discutidos.

Soble Ia OrgaDizlldOD y VaIidaeiOn.
Indudablemente, los resultados en (7) se encuentran entre los mas confiables disponibles en la literatura
ya que fueron validados con anAlisis te6ricos Y experimentales. Por esa raz6n, se utilizar8n para
comparar con los obtenidos en este trabajo. Por razones de brevedad,se seleccionaron cuatro casos
representativos, dos para jet Ydos para recubrimiento. Recordar que el parAmetro s representa el radio
del sustrato 0 cilindro (a), adimeosionalizado con el radio de la peHcula de tluido,o (ver Fig. I). Luego,
para un jet se tiene s = O. Entonces, los cuatro casos en cuesti6n son :Caso 1 (s = 0 y Re = 0, I), Caso 2
(s = 0 y Re = 200), Caso 3 (s = 0,5 YRe = 0,1) y Caso 4 (s = 0,5 y Re = 200). En laFig. 2 se muestran
resultados de simulaciones num6ricas para cada uno. Si se consideran valores tipicos de '0 = 0,001
m, p= 1000 Kg/mJ Y u= 0,05 N/m, !as variaciones del nUmero de Reynolds representan cambios en la
viscosidad del tluido (l0·3Pa s para Re = 200 y 1 Pa s para Re = 0,1). Otros valores asignados en los
cuatro casos (de acuerdo con (7)) fueron: I;= 0,05, wno = 0,5 (longitud de onda inestable segUn Ja teorfa
lineal (12) Y se considera que la simulaciOn finaJiza, cuando el espesor de la peHcula de tluido alcanza
el limite adimensional ~ = 0,01 en cualquier posici6n axial del dominio. Este espesor adimeosional se
define segUn ~ = (" - s), donde " es la altura de la interfase y s el radio del sustrato (vcr Fig. 1).
A.dem8s, se referira al tiempo para el cual se alcanza el limite de coIapso ~ como Ie 0 "tiempo de
colapso". En la Fig. 2 se indican los valores dimensionales (en segundos) de Ie resultantes de la
simulaciOn para cada caso. Finalmente, en eI anaIisis comparativo entre Ios resultados de los programas
y !os publicados, se utilizaron como variables el tiempo de colapso (Ie) y Ia posici6n axial (zc) para la
cual se alcanza el espesor Ifmite ~= 0,01, porque estaD disponibles en Ia lita'atura (7).

Para la cuantificar Ia eficiencia de c6mputo. se tornO cl siguiente criterio: m '" sbtudod6" • CtIM
CIISO, el dmero • IIodos • velodtlIId u ~ t:OII6III1* ptI1'tI todt1tl cddlps. Luego, como
variables representativas de eficiencia JlUDlCricase seleccionaron las siguientes: Nee es el nUmero de
ecuaciones (grados de libertad). Tt es el tiempo total de. simulaci6n (en segundos), Nt representa el
nUmero total de pasos de tiempo realizados, TN el tiempo promedio.~ por cada paso temporal
(en segundos), N1G el nfunero total de soluciones obtenidas para el sistema de ecuaciones y TIG es el
tiempo promedio para Ia solucioo del sistema de ecuaciones (en segundos). realizada con un m6todo
directo de reducciOO de Gauss-Jordan. Las pruebas se realizaron sobre una PC COIl procesador Pentium
ill (500 MHz) y 256 Mbytes de RAM y Ias c6digos numericos se implementarOll en FORTRAN.
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Figura 2: Perturbaci6n inicial (lineas de pWltos)Yforma final (Iineas continuas) de Ia interfase para los cuatro
casos. Los valores de , y de z son adimensionales, mientras que el tc esta expresado en segundos.

DelempeAo YCaracteristieas de Ias Tecnicas Usadas.
Los resultados de los c6digos coostruidos fueron validados con los publicados, y se encontr6 que todos
funcionan en forma correcta. AdemAs, se obtuvieron importantes conclusiones acerca del
funcionamiento de las t6cnicas, a saber:

• La formuJaci6n penalizada en presion mostro problemas al trabajar con la condicibn de simetria
axial en forma "natural 0 dCbil" para el Caso 2 (jet de alto Reynolds). Por 10 tanto, se debi6
implementar esta condici6n de forma "fuerte". Por el contrario, Ia formulaci6n mixta no acuso
comportamientos an6maIos y siemprese pudo utilizar confiablemente la forma dcSbil de esta
condici6n de contomo.

• EI metodo HFM presento inconvenientes para describir zonas de la interfase con curvatura elevada.
En estos casos, HFM deja de funcionar correctamente antes de alcanzar el limite de colapso
establecido (4::). Una situaci6n tfpica es el Caso 2, en la zona donde se produce en colapso del jet.
Sin embargo, la extrapolaci6n de los resultados obtenidos antes de la falla de HFM, permiten
obtener un tiempo de colapso estimado que presenta un error despreciable con los datos publicados
y los demas programas.

Como se mencion6, el estudio comparativo permiti6 encontrar algunas lirnitaciones propias a cada una
de !as t6cnicas empleadas. Por otro lado, las Tablas II a V presentan los resultados de eficiencia para los
cuatro casos estudiados. Tanto el tiempo de colapso (tc) como su posicibn axial (zd estan en unidades
adimensionales, mientras que Jos tiempos de c6mputo estan dados en segundos. N6tese el excelente
acuerdo entre los resultados para Zc con todos los prograrnas, mientras que existen algunas diferencias
para tc con los resultados publicados. Se cree que Jos autores de [7] utilizaron mallas mas refinadas que
las de este trabajo y esto causa !as diferencias. No obstante,.!as caracterlsticas de la evolucibn temporal
y el proceso de flujo involucrado coinciden completamehte con las referencias de la Iiteratura [7]. EI
resultado mas importante de las Tablas II a V consiste en el hecho que los programas que utilizanspines
implicito muestran un desempedo igual 0 mejor que aquel que trabaja con HFM, aim cuando el ultimo
resuelve menos ecuaciones en cada paso de tiempo (ver variable Nee en las tablas). Ademas, SPIMIX
muestra resultados de eficiencia mejores (salvo para el Caso 4) que SPIPEN, a pesar que calcula mas
incOgnitas. La explicacibn radica en que la convergencia del bucle de Newton es superior para SPIMIX
y eso permite que trabaje con saltos de tieinpo mayores que SPIPEN y HFMPEN. Esto se refleja en el
menor nUmero de pasos de tiempo (ver variable Nt) que requiere. Resulta evidente que eI metodo AB-TR
es muy conveniCllte para su utilizacibn con spines impIfcito. Adem8s, la formuJaci6n mixta no s610 es
una t6cnica mas precisa y confiable, sino que su desempeilo numerico es mejor (en,la mayorfa de los
casos) que la penalizada en presiOn.



rlbla B:CIso 1 240 eIemeIltos)
C6di2O Te Ze Nee N,r. TID Nt TN Tt
HFMPEN 250,55 2n 539 5169 0,032 2582 0,239 617
SPIPEN2 249,96 2n 600 1280 0,04 415 0,468 196
SPIMIX2 249,28 21t 840 719 0,141 227 0,901 209
Publicaci6n 249,4 21t

Tabla ill: Ca80 Z (140elementos
C6di2o Ie Ze NtIC NlG TIG Nt TN Tt
HFMPEN 11,875* 22 539 5537 0,057 2763 0,290 803
SPIPEN2 11,834 1,989 600 1729 0,059 566 0,525 300
SPlMIX2 11,96 2,1 840 679 0,15 217 0,89 198
Publicaci6n 11,975 2±0,1

.

Tabla IV: Ca80 3 (360 elemeatos
C6di2o Ie Ze Nee N1G Tm Nt TN Tt
HFMPEN 17752,8 3,1415 718 12921 0,078 7021 0,446 3131
SPIPEN2 17489,6 3,1415 779 1939 0,107 649 0,929 607
SPIMIX2 18276,8 3,1415 1139 426 0,31 145 1,607 244
Publicaci6n 19473 .. .

Tabla V: Caso 4 (360 elementos)
C6di2o Ie Ze Nile NIG T'G Nt TN Tt
HFMPEN 27,01 3,9793 718 9355 0,081 4676 0,459 2150
SPIPEN2 27,42 3,9793 779 6349 0,109 2060 0,96 2008
SPlMIX2 27,948 3,9793 1139 4997 0,301 1661 1,68 2801
Publicaci6n 29,55 4,04 .

Otras PrueblI8 ron Ia Fonnalad6n Mixta.
Para la formulacioo mixta, ademas del elemento BLPC, se implementO el elemento de 9 nodos de
velocidad (funciones de aproximaci6n bicuadnlticas 0 BC) con dos variantes en la aproximaci6n de la
presi6n: (i) funciones bilineales continuas entre elementos (BCBL) y (ii) funci6n lineal discontinua entre
elementos (BCPL). Con los nuevos elementos se repitieron las simulaciones para los cuatro casos que
no seran mostrados por brevedad. Se pudo verificar una aflrmaci6n encontrada frecuentememe en la
literatura, acerca que 108elementos con funciooes de interpolaci6n discontinuas para la presi6n (BLPC
y BCPL en este caso) realizan una aproximaci6n superior de la condici6n de incompresibilidad (ec. (1))
que aquellos que utilizan funciones continuas (BCBL). Aunque esta caracteristica no parece jugar un
papel importante en este caso. ya que los resultados con \os tres tipos de elementos son totalmente
comparables, es recomendable Ia utilizacion de BLPC 0 de BCPL. Entre estos iiltimos, BCPL resu1t6
SeI" mas eficiente ya que, para el mismo niimero de DOdos de velocidad, BLPC introduce mas DOdosde
presiOn al problema, incrementando el tiempo de c6mputo.

Los resultados obtenidos a partir de los diferentes c6digos computacionales probados, permitieron
detenninar claramente la ventaja de utilizar la formulaci6n mixta del MEF y el metodo de spines
implicito para la simulaci6n de problemas de inestabilidad capilar. Su combinaci6n resulta en tin
algoritmo robusto, confiable y eficiente, cuando se 10 utiliza con un integrador temporal adecuado
(AB-TR). Trabajos posteriores sobre este programa, pcrmiticron la utilizaci6D de elementos finitos de
mejor desempefto numenco y se comprobO la superioridad de un simple esquema de selecci6n
autonuitica del saito de tiempo, el metoda de Crisfield [H}, frente a otro de mayor complejidad como
Newton de un paso [10]. Todo esto contribuy6 a una mejora en la herramienta de computo. sobre la



cual pueden continuar los desarrollos para permitir la simulacion de problemas mas realistas (procesos
de inestabilidad capilar en presencia de agentes tensioactivos, etc.).

EI HFM demostro un funcionamiento razonable, siendo su principal ventaja la simplicidad de
implementaci6n frente a spines implicito. Por 10 tanto, puede utilizarse confiablemente si se pretenden
obtener resultados enformarapida. Sin embargo, HFM es una recnica menos flexible que el metodo de
spines implicito. Luego, para abordar estudios a largo plazo de problemas de instabilidad capilar, donde
se trabajara con diferentes .configuraciones geometricas, es preferible optar por el ultimo. EI HFM
funciono de manera satisfactoria en combinaci6n con la fonnulaci6n penalizada y no se esperan ventajas
al utilizarlo con Ia fonnulaci6n mixta. Por el contrario, el metodo de spines implicito acuso una perdida
de eficiencia con Ia formulaci6n penalizada, al verse comprometida la convergencia en el metodo de
Newton y no se recomienda utilizar esta combinaci6n de t6cnicas.
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