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RESUMEN

En este trabajo se ha probado el desempeiio y eficiencia numérica de dos técnicas para
la determinacién de una superficie libre en la simulacién de problemas de inestabilidad
capilar: el método de spines y el Height Flux Method o HFM. Ellas fueron utilizadas
con el Método de Elementos Finitos en formulacién mixta y penalizada en presion. Los
resultados permiten identificar la estrategia mas eficiente y situaciones donde un
algoritmo puede ser més conveniente que otro.

ABSTRACT

In this work have been proven the performance and numeric efficiency of two
techniques for determination of a free surface in the simulation of capillary instability
problems: the spines method and the Height Flux Method or HFM. They were used with
the Finite Elements Method in mixed and penaity formulations. The results allow to
identify the most efficient strategy and situations where an algorithm can be more
convenient that another.

INTRODUCCION

Los fendmenos de inestabilidad de un filamento o pelicula de fluido de pequefias dimensiones, debido a
fuerzas de tension superficial en una interfase, se denominan comtnmente problemas de inestabilidad
capilar o de Rayleigh [1]. Por ejemplo, la inestabilidad que produce la ruptura de un chorro o jet de
fluido hacia la formacién de gotas se explota convenientemente en el mecanismo de las impresoras ink—
jet o de “chorro de tinta” [2].-Ademés de su utilizacién en pequefia escala (impresoras domésticas o de.
oficina), dispositivos de aplicacién industrial se usan para la impresion de grandes volimenes de
etiquetas de medicamentos y, en otros casos, para depositar sustancias reactivas sobre un sustrato. Por
otro lado, el proceso de colapso de una pelicula de fluido sobre un solido de geometria cilindrica es un
fenémeno indeseable en procesos de recubrimiento de cables metalicos con polimeros aislantes y en la
fabricacién de conductores de altima generacion (fibras Opticas). Esto se debe a que se interrumpe la
uniformidad del recubrimiento mediante la formacién de gotas sobre la superficie del sustrato [3]. Por
Gltimo, la mecanica respiratoria de los seres vivos esta fuertemente influenciada por el comportamiento
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de una delgada pelicula de fluido que recubre el interior de las vias respiratorias y cuya dindmica estd
gobernada por los fenémenos de inestabilidad capilar antes mencionados [4].

Debido a que estos problemas se desarrollan a pequefia escala (tamafio reducido), la observacién y
experimentacién e¢s muy dificil de realizar. Por el contrario, el anilisis numérico ha mostrado ser una
herramienta muy poderosa para la simulacion, visualizacién y comprension de los complejos fenémenos
fisicos involucrados. A través de los afios, se han desarrollado modelos cada vez mis realistas de éstos
problemas, gracias al importante avance y desarrollo de Ias computadoras y las técnicas numéricas. Los
procesos de inestabilidad son implicitamente transientes, situacién que se refleja en las variables de flujo
(velocidad y presién) y en la geometria del dominio (debido a la interfase mévil o SL). Esta ultima, se
debe determinar como parte de la solucién e introduce nuevas variables o grados de libertad al
problema. Ademds, la naturaleza temporal, el fuerte caricter no-lineal de las ecuaciones y la
complejidad que introduce el célculo de la SL, determinan que la simulacién numérica sea muy costosa
(en cuanto a tiempo de cémputo). Entonces, es evidente que para el buen suceso de trabajos donde se
pretenda obtener resultados adecuados, se debe comtar con una técnica probada y eficiente. :

Con respecto a los modelos numéricos mas desarrollados, se pueden mencionar los trabajos de
Mashayek y Ashgriz ([5], [6] y [7]), quienes resolvieron las ecuaciones de Navier-Stokes 3-D
axisimétricas, simulando Ia evolucién temporal de perturbaciones interfaciales sobre jets y peliculas -de
recubrimiento. Para ello, utilizaron el Método de Elementos Finitos (MEF) en formulacién penalizada
en presién, junto con una técnica novedosa para encontrar la posicion de la SL en cada paso de tiempo;
el Height Flux Method o HFM. Por otro lado, Campana y col. [8] obtuvieron resultados con un modelo
equivalente al presentado en [7], que fue resuelto con el MEF en formulacién mixta y utilizando el
método de spines implicito [9]. Estos datos fueron comparados con los pubticados en [5], [6] y [7],
lograndose un muy buen acuerdo a pesar de las diferencias en las técnicas numericas usadas. Sin
embargo, persiste la inquietud acerca de cual de los algoritmos es més eficiente.

El objetivo de este trabajo es el de realizar un estudio numérico comparativo entre dos técnicas para el
célculo de fa superficie libre (HFM vs spines implicito), para determinar las ventajas y limitaciones de
cada una. En forma simulténea, se evaluara el desempefio de las formulaciones del MEF penalizada en
presion vs mixta. Este marco de trabajo, permitird ademds la prueba y analisis de algunos algoritmos de
integracion temporal y estrategias para la seleccién automética del paso de tiempo ([10] y [11]), como
también el desempefio de algunos elementos finitos clasicos. Para la realizacién de éstas pruebas, se
resolvieron las ecuaciones de Navier — Stokes 3D axisimétricas, simulando la evolucién temporal de
perturbaciones interfaciales en jets y recubrimientos de fluidos.

MODELO
En la Fig. 1 se muestra una idealizacién geométrica para los problemas de inestabilidad capilar a
estudiar. Se supone que el cilindro sélido tiene radio a y la interfase radio 7,. Seleccionando a roya

(p70°/6)'"” como escalas caracteristicas de longitud y de tiempo respectivamente [7], las ecuaciones de
Navier — Stokes en forma adimensional quedan

V-v=0 )

Re[%+(v—i)-Vv:‘=V~T

@
T=-pl+(Vv4 W) @

En las ec. (1) y (2), v es ¢l vector velocidad, ¢ el tiempo, T el tensor de tensiones ¢ I el ten_s_br identidad,
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p la presion hidrodindmica y V ¢l vector gradiemte. Ademads, X representa la velocidad de
desplazamiento del dominio fisico, debido a que las ecuaciones estdn formuladas de acuerdo con una
descripcion Euleriana Lagrangiana Arbitraria del movimiento. Por Gltimo, Re representa el mamero de
Reynolds que, de acuerdo con las escalas caracteristicas definidas, toma la forma Re = (1/ Wore/p)'?,
donde p representa Ia densidad, o la tension superficial liquido-gas en la interfase, y v la vicosidad
cinemética (u /p) del fluido. La condicién de contorno de balance de tensiones sobre la SL,
considerando esfuerzos de corte o tangenciales despreciables, se puede escribir (para problemas
axisimétricos) como ' .

Ton= Re(gt;+—————"("r;°' )] 3)

En la ec. (3), t indica ¢l versor tangente a la superficie libre, y el pardémetro longitud de arco, m el versor
normal, e, el versor en la direccion radial y 7, el radio local de la interfase. Sobre 1a pared del filamento
solido de radio adimensional s, se imponen condiciones de contorno de no-deslizamiento. El dominio de
flujo es perturbado con una sinusoide sobre su estado inicial de reposo. Con fines de simplificacion, se
supone que el problema es simétrico en la direccion axial y se resuelve s6lo media longitud de onda del
dominio perturbado. En los planos z=0 y z=a=x/wno, s¢ suponc que durante la evolucién
persisten las condiciones de simetria; esto significa que no hay flujo ni esfuerzo de corte sobre ellos o de
manera equivalente

oh
'5';':0 n-v=0_0 t-n-T=0 (4)
+ n '_x.S=(’S’ZS)
& 'gpr ? R
4 t
h(zt)
R
- s
"t
¥4
z=0 z=a

Figura 1: Representacién del dominio axisimétrico de flujo sobre media longitud de onda de la perturbacion y
sistema coordenade adoptado, en variables adimensionales.

La condicién inicial o perturbacion se impone de acuerdo a
h(z,0)= (R - 5) + &, cos(wno z) ' &)

En la ec. (5), wno = 2 /6 es el nimero de onda y 6 la longitud de onda, ambos adimensionales. De
acuerdo con lo presentado en [7], el valor R (menor que la unidad) se caicula para permitir la
conservacién de volumen y es funcién de la amplitud de la perturbacién inicial 5 = 5 (1 - s). El
parimetro £ representa la amplitud de la perturbacion referida a al espesor de fluido inicial. La SL se
trata como una superficie material, por lo que el fluido no es capaz de atravesarla. Esta condicion se
representa a través de la ecuacion cinemitica, seglin
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(v-%)-n=0 | : o (6)

La ec. (6) es vélida sobre todos Io puntos pertenccientes a la interfase. Cuando se trabaja simulando
chorros de fluido, se tiene s = 0 (no hay sustrato sélido) y por lo tanto se debe modificar la condicién de
1o deslizamiento por otra de simetria axial en r = 0. Las ec. (1) a (6), completan la formulacién tedrica
de los: problemas de inestabilidad capilar. Se han definido cuatro parémetros ‘adimensionales mediante
los cuales se pueden representar diferentes condiciones fisicas: (i) el nimero de Reynolds Re, que
relaciona las fuerzas inerciales y viscosas puestas en juego, (ii) el nimero de onda wno mediante el cual
se impone la perturbacién con una longitud de onda determinada, (iii) la amplitud de la perturbacién gy
(iv) un pardmetro geométrico s que indica el radio del sustrato sélido o, en forma equivalente, ¢l espesor
de la capa de fluido de recubrimiento.

IMPLEMENTACION NUMERICA

Las ecuaciones presentadas en la seccién anterior conforman un sistema no lineal para la velocidad, que
depende del tiempo a través de la derivada temporal en la ec. (2) y la condicién cinematica definida por
la ec. (6). Ademds, el dominio fisico se desconoce a priori y se debe determinar como parte de la
solucién del sistema (problema de frontera libre). Para resolver este complejo conjunto de ecuaciones, se
utiliz6 el MEF (residuos ponderados de Galerkin) con elementos isoparamétricos de Lagrange de 4
nodos de velocidad y presién constante. Por lo tanto, las derivadas espaciales se discretizaron con
funciones de forma bilineales (BL) continuas entre elementos y dado que la presion se considera
constante sobre cada elemento, se lo referird como BLPC. Para el tratamiento de la presién y la
condicién de incompresibilidad (ec. (1)) se utilizaron las dos formulaciones mds conocidas del MEF.
Por un lado, Ia formulacion mixta, en la cual la presién se aproxima con funciones de interpolacién
distintas a las usadas para la velocidad y los valores de presion, ingresan como nuevos grados de
libertad al sistema global. De forma alternativa, se trabajé también con la formulacién penalizada
(técnica de integracion reducida selectiva), eliminando como incégnita la presién del sistema global
mediante la ecuacién constitutiva

p=-A(V-v) Q)

En Ia ec. (7), A representa el pardmetro de penalizacién (de valor tipico entre 107 y 10°). Para la
integracién en el tiempo, se opt6 por el método predictor — corrector, discretizando las derivadas
temporales por diferencias finitas. Se utilizaron dos algoritmos predictor — corrector, de acuerdo con la
técnica usada para encontrar Ia SL: (a) predictor de Orden Cero — corrector Backward Euler (0O0-
BE) y (b) predictor Adams Basforth — corrector Trapezoidal Rule (AB-TR). El sistema de ecuaciones
algebraico no-lineal resultante de la discretizacién se resuelve (en forma implicita) aplicando el método
de Newton en cada paso de tiempo. Para la parametrizacién de la superficie libre se utilizé el método de
los spines [9], ef cual permite desplazar los nodos de calculo de acuerdo con Is posicién actual de 1a SL.
En el célculo de dicha posicion, se define un conjunto de variables que representan la altura de la
interfase medida con respecto a una referencia. En forma independiente de la parametrizacién, se debe
considerar el método de clculo de dichas alturas. Una opcion es el método de spines implicito [9),
donde las alturas se calculan en forma simultinea con el resto de las variables (velocidad y presion). Al
ser un algoritmo implicito, todas las variables del problema se pueden aproximar con fa misma precisién
en la integracion temporal. Por lo tanto, todas las derivadas temporales se discretizaron en el tiempo.con
el esquema AB-TR. Otra alternativa, es la utilizacién de un método de spines explicito (HFM) [5], en el
cual las alturas se calculan en forma separada mediante balances de masa locales en parcelas del
dominio. Dadoque&teauanuemaexplicitopmelcélculodelasalturasyfuediseﬂadocon
precision de primer orden, la integracién temporal de las ecuaciones del movimiento se debe realizar con
el método O0-BE para aproximar todas las variables con la misma precision.
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De acuerdo con lo expuesto hasta aqui, se cuenta con diferentes alternativas para resolver los modelos
presentados en la seccion anterior. En la Tabla I se indican los codigos numéricos construidos y sus
caracteristicas, facilitando la posterior referencia y discusién de los resultados. Para comprender las
siglas, las primeras tres letras representan ¢l método de célculo de la SL y las restantes 1a formulacién
del MEF.

Tabla I — Cédigos numéricos analizados comparativamente.

SIGLAS Cilculo de 1a SL Formulacion MEF Integracién Temporal
HFMPEN HFM Penalizada en Presion O0-BE
SPIPEN Spines Implicito Penalizada en Presién AB-TR
SPIMIX Spines Implicito Mixta AB-TR

Finalmente, es importante aclarar que todos los programas mencionados en la Tabla I trabajan con el
mismo algoritmo para la seleccién automitica del salto de tiempo. Para ellos se opté por utilizar el
método de Crisfield [11], que ajusta el salto temporal de tal forma que el bucle de Newton alcance el
error prescrito (10%) en un mimero deseado de iteraciones (3, por ejemplo) para todos los instantes de
tiempo. Resultados complementarios sobre la utilizacién de otros tipos de elementos finitos, también
serdn discutidos.

RESULTADOS

Sobre Ia Organizacién y Validacién.

Indudablemente, los resultados en [7] se encuentran entre los més confiables disponibles en la literatura
ya que fueron validados con anilisis teéricos y experimentales. Por esa razon, se utilizarén para
comparar con los obtenidos en este trabajo. Por razones de brevedad, se seleccionaron cuatro casos
representativos, dos para jet y dos para recubrimiento. Recordar que el pardmetro s representa el radio
del sustrato o cilindro (a), adimensionalizado con el radio de la pelicula de fluido 4 (ver Fig. 1). Luego,
para un jet se tiene s = 0. Entonces, los cuatro casos en cuestion son :Caso 1 (s =0y Re = 0,1), Caso 2
(s =0y Re=200), Caso3 (s=0,5y Re=0,1) y Caso 4 (s = 0,5 y Re = 200). En la Fig. 2 se muestran
resultados de simulaciones numéricas para cada uno. Si se consideran valores tipicos de 7o = 0,001
m, p= 1000 Kg/m’ y o= 0,05 N/m, las variaciones dél nimero de Reynolds representan cambios en la
viscosidad del fluido (107 Pa s para Re = 200 y 1 Pa s para Re = 0,1). Otros valores asignados en los
cuatro casos (de acuerdo con {7]) fueron: £ = 0,05, wno = 0,5 (longitud de onda inestable segin la teorfa
lineal [12]) y se considera que Ia simulacién finaliza, cuando el espesor de la pelicula de fluido alcanza
¢l limite adimensional & = 0,01 en cualquier posicién axial del dominio. Este espesor adimensional se
define segan & = (r, - 5), donde r, es la altura de la interfase y s el radio del sustrato (ver Fig. 1).
Ademis, se referird al tiempo para el cual se alcanza el limite de colapso & como /¢ o “tiempo de
colapso™. En la Fig. 2 se indican los valores dimensionales (en segundos) de /¢ resultantes de la
simulacién para cada caso. Finalmente, en el analisis comparativo entre los resultados de los programas
y los publicados, se utilizaron como variables el tiempo de colapso (7c) y Ia posicidn axial (zc) para la
cual se alcanza el espesor limite & = 0,01, porque estén disponibles en la literatura [7].

Para la cuantificar la eficiencia de computo, se tomé- el siguiente criterio: en la simulacion de cada
caso, el nimero de nodos de velocidad se mantiene constante para todos cddigos. Luego, como
variables representativas de eficiencia numérica se seleccionaron las siguientes: N, es el niimero de
ecuaciones (grados de libertad), T, es el tiempo total de simulacién (en segundos), N, representa el
mimero total de pasos de tiempo realizados, Ty el tiempo promedio requerido por cada paso temporal
(en segundos), N el niimero total de soluciones obtenidas para el sistema de ecuaciones y T es el
tiempo promedio para Ia solucion del sistema de ecuaciones (en segundos), realizada con un método
directo de reduccién de Gauss-Jordan. Las pruebas se rezlizaron sobre una PC con procesador Pentium
I (500 MHz) y 256 Mbytes de RAM vy los codigos numéricos se implementaron en FORTRAN.
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Figura 2: Perturbacién inicial (lineas de puntos) y forma final (lineas continuas) de la interfase para los cuatro
casos. Los valores de r y de z son adimensionales, mientras que el 7, esté expresado en segundos.

Desempefio y Caracteristicas de las Técnicas Usadas.

Los resultados de los c6digos construidos fueron validados con los publicados, y se encontrd que todos
funcionan en forma correcta. Ademis, se obtuvieron importantes conclusiones acerca - del
funcionamiento de las técnicas, a saber:

¢ La formulacién penalizada en presion mostré problemas al trabajar con la condicién de simetria
axial en forma “natural o débil” para el Caso 2 (jet de alto Reynolds). Por lo tanto, se debid
implementar esta condicion de forma “fuerte”. Por el contrario, la formulacién mixta no acusé
comportamientos anémalos y siempre se pudo utilizar confiablemente la forma débil de esta
condicién de contorno.

* Elmétodo HFM presentd inconvenientes para describir zonas de la interfase con curvatura elevada.
En éstos casos, HFM deja de funcionar correctamente antes de alcanzar ¢l limite de colapso
establecido (&). Una situacién tipica es el Caso 2, en Ia zona donde se produce en colapso del jet.
Sin embargo, la extrapolacion de los resultados obtenidos antes de la falla de HFM, permiten
obtener un tiempo de colapso estimado que presenta un error despreciable con los datos publicados
y los demds programas.

Como se menciond, el estudio comparativo permitié encontrar algunas limitaciones propias a cada una
de las técnicas empleadas. Por otro lado, las Tablas Il a V presentan los resultados de eficiencia para los
cuatro casos estudiados. Tanto el tiempo de colapso (fc) como su posicién axial (zc) estdn en unidades
adimensionales, mientras que los tiempos de computo estsn dados en segundos. Nétese el excelente
acuerdo entre los resultados para zc con todos los programas, mientras que existen algunas diferencias
para fc con los resultados publicados. Se cree que los autores de [7] utilizaron mallas més refinadas que
las de este trabajo y esto causa las diferencias. No obstante, las caracteristicas de la evolucién temporal
y ¢l proceso de flujo involucrado coinciden completamente con las referencias de la literatura [7]. El
resultado méds importante de las Tablas Il a V consiste en el hecho que los programas que utilizan spines
implicito muestran un desempefio igual o mejor que aquel que trabaja con HFM, atin cuando el iltimo
resuclve menos ecuaciones en cada paso de tiempo (ver variable N.. en las tablas). Ademas, SPIMIX
muestra resultados de eficiencia mejores (salvo para el Caso 4) que SPIPEN, a pesar que calcula més
incégnitas. La explicacién radica en que la convergencia del bucle de Newton es superior para SPIMIX
¥ €so permite que trabaje con saltos de tiempo mayores que SPIPEN y HFMPEN. Esto se refleja en el
‘menor nimero de pasos de tiempo (ver variable N,) que requiere. Resulta evidente que €l método AB-TR
es muy conveniente para su utilizacién con spines implicito. Ademds, la formulacion mixta no sélo es
una técnica més precisa y confiable, sino que su desempefio numérico es mejor (en la mayoria de los
casos) que la penalizada en presion. o : .
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Tabia II: Caso 1 (240 elementos)

deigo T ol Zc N,c N]G T[G N, TN T¢

HFMPEN |250,55 |2« 539 5169 0,032 2582 0,239 |617
SPIPEN2 249,96 |2n 600 1280 0,04 415 0,468 196
SPIMIX2 24928 |2xn 840 719 0,141 227 0,901 209

Publicacién |{249,4 2

Tabla III: Caso 2 (240 clementos)

Cédigo tc Zc N, N T N, T T;

4
HFMPEN | 11,875* {22 539 5537 0,057 12763 0,290 1803

SPIPEN2 11,834 11,989 {600 1729 0,059 566 10,525 {300

SPIMIX2 11,96 12,1 840 679 0,15 217 0,89 198
Publicacion [11,975 |2+0,1 | - =~ 2 » ' R

* Tiempo de colapso obtenido mediante extrapolacién de resultados.
Tabla IV: Caso 3 (360 elementos)

Cédl&o ' Ic Zc N, N Tie N;. Ty T,

HFMPEN {17752,8 |3,1415 1718 12921 {0,078 17021 0446 3131

SPIPEN2 17489,6 [3,1415 {779 1939 0,107 {649 0,929 1607

SPIMIX2 {18276,8 {3,1415 1139 1426 0,31 145 1,607 1244
Publicacion | 19473 » ' T 1 ]

Tabla V: Caso 4 (360 elementos)

Cédigo lc Zc N, Nig TG N, Tn T,

HFMPEN 127,01 }3,9793 (718 9355 0,081 14676 0,459 2150

SPIPEN2 12742 {3,9793 779 6349 0,109 12060 0,96 2008

SPIMIX2 27,948 [3,9793 |1139 4997 0,301 1661 1,68 2801
Publicacién | 29,55 4,04 . N i —

Otras Pruebas con la Formulacién Mixts.

Para la formulacién mixta, ademds del elemento BLPC, se implemento el elemento de 9 nodos de
velocidad (funciones de aproximacién bicuadraticas o BC) con dos variantes en la aproximacién de la
presion: (i) funciones bilineales continuas entre elementos (BCBL) y (ii) funcién lineal discontinua entre
elementos (BCPL). Con los nuevos elementos se repitieron las simulaciones para los cuatro casos que
no serdn mostrados por brevedad. Se pudo verificar una afirmacion encontrada frecuentemente en la
literatura, acerca que los elementos con funciones de interpolacion discontinuas para la presién (BLPC
y BCPL en este caso) realizan una aproximacion superior de la condicién de incompresibilidad (ec. (1))
que aquellos que utilizan funciones continzas (BCBL). Aunque esta caracteristica no parece jugar un
papel importante en este caso, ya que los resultados con los tres tipos de elementos son totalmente
comparables, es recomendable Ia utilizacién de BLPC o de BCPL. Entre estos altimos, BCPL result6
ser més eficiente ya que, para el mismo ndmero de nodos de velocidad, BLPC introduce més nodos de
presion al problema, incrementando el tiempo de cémputo.

CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos a partir de los diferentes cédigos computacionales probados, permitieron
determinar claramente la ventaja de utilizar la formulacién mixta del MEF y el método de spines
implicito para la simulacién de problemas de inestabilidad capilar. Su combinacién resulta en un
algoritmo robusto, confiable y eficiente, cuando se lo utiliza con un integrador temporal adecuado
(AB-TR). Trabajos posteriores sobre este programa, permiticron la utilizacion de elementos finitos de
mejor desempefio numérico y se comprobd la superioridad de un simple esquema de seleccién
automatica del salto de tiempo, el método de Crisfield [11], frente a otro de mayor complejidad como
Newton de un paso [10]. Todo esto contribuy6 a una mejora en la herramienta de computo, sobre la
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cual pueden continuar los desarrollos para permitir la simulacion de problemas més realistas (procesos
de inestabilidad capilar en presencia de agentes tensioactivos, etc.).

El HFM demostr6 un funcionamiento razonable, siendo su principal ventaja la simplicidad de
implementacién frente a spines implicito. Por lo tanto, puede utilizarse confiablemente si se pretenden
obtener resultados en forma rdpida. Sin embargo, HFM es una técnica menos flexible que el método de
spines implicito. Luego, para abordar estudios a largo plazo de problemas de instabilidad capilar, donde
se trabajard con diferentes configuraciones geométricas, es preferible optar por el dltimo. EI HFM
funcioné de manera satisfactoria en combinacién con la formulacién penalizada y no se esperan ventajas
al utilizarlo con la formulacién mixta. Por el contrario, el método de spines implicito acusé una pérdida
de eficiencia con la formulacién penalizada, al verse comprometida la convergencia en el método de
Newton y no se recomienda utilizar esta combinaci6n de técnicas.
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