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Neste trabatho apresenta-se um algoritmo de simulaco numérica de escoamentos de fluidos
incompressiveis utilizando o método de elementos finitos. As equagdes diferenciais governantes do
fluido sdo discretizadas no tempo e 1o espago por um método semi-implicito de Taylor-Galerkin de
dois passos usando elementos tetraédricos lineares. A equac3o de Poisson para a pressiio é solucionada
implicitamente pelo método dos gradientes conjugados. Adota-se uma descrigio arbitraria lagrangeana
euleriana (ALE), sendoqueomowmentochmlhaeshbaseadoanumesquemadesuamqﬁodas
_velocidades. Alguns exemplos de validagdo sfio apresentados, incluindo o problema classico de
movimento de uma onda solitiria. O codigo estd escrito na linguagem FORTRAN e é otimizado para
obter-se as vantagens do processamento vetorial existentes nos atuais supercomputadores.

ABSTRACT

A numerical algorithm to simulate incompressible flows employing the finite element method is
presented in this work. Space and time discretization of the complete set of differential equations are
carried out using a semi-implicit two-step Taylor-Galerkin scheme and linear tetrahedral element. The
Poisson equation for pressure is solved by the conjugated gradient method. An Arbitrary Lagrangean
Eulerian (ALE) description is adopted, in which the mesh movement is based on a velocity smoothing
scheme. Some numerical examples are presented, including the classic problem of movement of a
solitary wave. The code is written in FORTRAN language and is optimised in order to take advantages
of vectorial processors existing in modern supercomputers.

INTRODUCAO

A anélise de escoamentos viscosos incompressiveis através do MEF foi introduzida por Oden ¢
Welford [1] através dos métodos mistos, os quais utilizam diferentes fungdes de interpolagiio para as
componentes de velocidade e para a pressio, com o objetivo de evitar modos espirios de pressio. Os
chamados métodos fracionados foram introduzidos por Chorin [2] ¢ apés foram apresentados por
diversos outros autores tais como Donea ef al. [3] e Kim ¢ Moin {4]. Nesses métodos, primeiramente
" calcula-se o campo de velocidades com a equacio de movimento, omitindo os gradientes de pressio.
Calcula-se a pressdo através de uma equagdo de Poisson, usando as componentes de velocidade
aproximadas obtidas do passo anterior e, finalmente, o campo de velocidades é corrigido usando a
pressfio obtida pela equacdio de Poisson. Os esquemas que analisam os - escoamentos viscosos
mwmpresmwmdeﬂaﬁonm,pmnﬁmnomdeﬁng&adem@ohﬁodemsmaordempma
pressdo e para as componentes de velocidade. Esses métodos foram empregados por muitos autores
tais como Gresho ef al. [5], Ren e Utnes [6] e Kovacs ¢ Kawahara [7], entre outros.

Océdxgodopmsentehabalhop«mneamhﬁodeescmmdoﬂmdmmmmvem
utilizando um método fracionado de Taylor-Galerkin de dois passos para discretizar no tempo e no
espago as equagdes de Navier-Stokes [8]. Adota-se um elemento tetraédrico linear, o qual tem a
vantagemdeseadaptaraosdommmsdegeomd:mscomplexaseeumelementodeotlmaeﬁcmcm
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computacional. Uma formulacio arbitréria lagrangeana euleriana (ALE) é utilizada para permitir a
solugfio de problemas que envolvem grandes movimentos relativos entre corpos e superficies.

O METODO FRACIONADO DE TAYLOR-GALERKIN DE DOIS PASSOS
As equacBes que governam o escoamento de fluidos
As equagdes fundamentais que governam o escoamento dos fluidos sio as equagdes de Navier-Stokes

compostas pelas squacSes da continvidade, da quantidade de movimento e da energia, expressas, na
descrigho arbitriria lagrangeana euleriana (ALE), da forma:
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cinemitica de cisalhamento e volumétrica, respectivamente, & é o delta de Kroenecker. U:= pv; 880
as variiveis de campo ¢ f, =v,(0v)=v,U;. Nas Eq. (1)a (3), v; é o vetor de velocidade do fhiido, w;
é o vetor de velocidade da malha de elementos finitos, ¢ é a velocidade do som, p é a pressio
termodinimica, pé a massa ewpecifica do fhuido, T é a temperatura, ¢ =Cv T ¢é a energia interna
eweciﬁea,Cve’ocalorespeciﬁcoavolnmeoonstmne,kéaoonduﬁvidadet&nﬁcaeg,éaacelerw&o
da gravidade. As Eq. (1) a (3), acrescidas das condigSes de contomo e iniciais, definem unicamente o
problema a ser solucionado. Em problemas de escoamentos de fluidos incompressiveis a equagio da
energia, Eq. (3), pode ser solucionada de forma independente, apés o campo de velocidades ser
estabelecido.

Discretizaciio no tempo ¢ ne espaco das equaciies governantes
A discretizagfio no dominio do tempo é realizada através de uma expans3o em série de Taylor das

varidveis U;. Primeiramente, determina-se as varidveis U; no instante #+A#/2 ou n+1/2 da seguinte
forma [8]:
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onde, a varidvel {7}"“? nio considera o termo de variagio de pressfo Ap = p™'— p* . A discretizagio
no tempo da equagio da continuidade, Eq. (1), permite o célculo de Ap, resultando na seguinte

expregsio:
~milf2
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As varidveis de campo em 7+1/2, corrigidas com o termo de variagio de pressiio, sio expressas da
forma:
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U=t -— (=1,23) ©
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O passo seguinte consiste em determinar as varidveis U, no instante #+As ou 71+1 da seguinte maneira:

nH1/2 ; 12 ni1/2 wt1/2 1/2
U"+Ataét =U; A{w L. W;met;a ](i=l,2,3) Y]

a) &j ari
Na discretizacio espacial, aplica-¢e a técnica padrfio de Galerkin, utitizando para as varidveis no
instante de tempo #+A#2 ou n+1/2 uma funcio de interpolaciio constante no elemento Py o pars as
varidveis em ¢ e Ar ou n e ntl, respectivamente, uma fingSo de interpolagio linear N. Aplicando
este procedimento nas Eq. (4) a (7), tem-se [8]:
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onde as varidveis com barra superior que estdo nos instantes 17 e n+1 representam valores nodais,
enquanto que aquelas que estio no instante n+1/2 representam valores constantes no elemento. As
matrizes e vetores que envolvem as Eq. (8) a (11) s#o resultantes das integrais de volume e de
superficie obtidas pela aplicaciio da técnica padrio de Galerkin [8], e que vem dada por:
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A equacdo da continuidade, Eq. (9), ¢ solucionada pelo método iterativo dos gradientes conjugados [9]
utilizando-se um pré-condicionamento diagonal. O mesmo procedimento de discretizagdes temporal e
espacial apresentado é utilizado na equac3o da energia interna, Eq. (3).

A lei de movimento da malha

No presente trabatho, as velocidades no interior do dominio sdio suavizadas através de fungdes que
ponderam a influéncia da velocidade de cada nd pertencente as superficies do contorno. A atualizaciio
da velocidade da malha, nos pontos i do interior do dominio, estd baseada na velocidade da matha nos
pontos j, pertencentes as superficies de contomo da seguinte forma [8]:

- Zaw | :
w =2 a3’

Z“@

J=1
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onde ns é o niimero total de pontos pertencentes as superficies e ay sido os coeficientes de influéncia
entre 0s pontos no interior do dominio e os de superficie, dados pela seguinte expressio:

1
ay = (14
" dy
sendodyadiuina’aem'eospontosiej.Natéaﬁdade.a,represaﬂao'pesoqueudapanojda
superficie tem sobre o valor da velocidade da malha nos pontos # do interior do dominio.

APLICACOES NMMCAS

Anélise do ucoamento sobre uma esfera

O codigo do presente trabalho utiliza varidveis adimensionais, definidas em fungio de L,y e v, que
sio o comprimento e a velocidade de referéncias, respectivamente e de T, que é a temperatura de
referéncia. Este exemplo consiste no escoamento com Re=100 em tomo de uma esfera de didmetro
adimensional igual a 1.0. As componentes de welocidade adimensional em regime nio-perturbado
v,:v,-/v,,,- sdo (1,0, 0). O nimero de Prandtl é Pr=0.706, a viscosidade cinemitica volumétrica é
A=0 ¢ a velocidade do som é igual a 340m/s. E adotada uma superficie esférica de diimetro
adimensional igual a 22.0 como superficie de contomo externo. A esfera possui uma temperatura
adimensional prescrita igual a 7¢=1.0, enguanto que a temperatura do fluido em regime de escoamento
ndo-perturbado é de 7,4+~0.0. A temperatura adimensional é calculada com a expressiio:
T=(T—T,¢)/(T0—T,¢) Devido a simetria do escoamerito, utiliza-se apenas um quarto do dominio.
A matha é nfo-estruturada com 206722 elementos tetraédricos e 37997 nods (ver Fig. 1).
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Figura 1 — Escosmento sobre uma esfera; matha de elementos finitos.

E adotado um passo de tempo adimensional de A=0.0015. As Fig. 2 e Fig. 3 apresentam as linhas de

corrente ¢ a distribuigio de pressio em regime permanente, respectivamente. Os contomos de
tomperatura sfo mostrados na Fig. 4.
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Figura 4 - Escoanmtosobreumesfq’a Cantomos de temperatura.

A Fig. 2 mostra os pantos de separaglo, caracterizado pelo dngulo de separacio 6, e a regifio de
recirculagio, caracterizada pelo comprimento de recircuiaglio /,. Na Tab. 1, estes valores sio
comparados com aqueles obtidos por Giilgan ¢ Aslan [11]. Tambémsiocompamdososvaloresdo
coeficiente de arrasto total (Cp) e sua relagio com o coeficiente devido apenas aos efeitos de fricgdo
(Cpp. Nesta tabela, D representa o difmetro da esfera. Observa-se a concordincia dos resultados
obtidos pelo presente trabalho e pela Referéncia [11].

Tabela 1 — Alguns pardmetros do escoamento sobre uma esfera

Referéncia Cp Co/Cp L/D G(deg)
Presente trabatho 1.07 0.53 0.94 55
GulﬁteAslan [11] 1.07 0.51 0.93 55

Oreglmepermaneute foi atingido no mstantedetempo adimensional de r—lZOeaperfonmncefoxde
636 Mflops no supercomputador Cray T-94/UFRGS.
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Onda solitéria em -um tanque retangular

Com o objetivo de demonstrar a utilizacio do presente algoritmo em problemas com superficie livre, é
analisada a propagaciio do uma onda solitiria em um tanque retangular (ver Fig. 5). A sinmla¢io
numérica do problema consiste na andliso de propagacio de uma onda solitiria com uma elevagiio
inicial da onda de H=0.5m. O comprimento do tanque é de L=300m e a profundidade é de &=10m. Na
Fig. 5, ¥, ¢ altura do nivel da 4gua, 7 é a elevagio da onda , g é 2 aceleragiio da-gravidade e H é a
altura inicial da onda. E utilizada uma malha regular de elementos finitos (128x8x2), com 3483 nés e
10240 elementos tetraédricos. Sdio adotadas as seguintes propriedades: massa especifica
p= 1000 Kg/m®, viscosidedes cineméticas de cisalhamento z =0 e volumétrica =0, aceleragdo da
gravidade g = 9.8 m/s* ¢ um passo de tempo adimensional de A7 =0.005. As condi¢Ses iniciais sio
calculadas a partir das equagdes analiticas definidas por Laitone [12], considerando a velocidade de
propagagio da onda igual a ¢ = Jgd(1+ H/d). Na Fig. 6 é representada a matha de elementos finitos
na sua configuragdio inicial, sendo que as dimensSes na direciio x estfo reduzidas em 10 vezes.

L

v;=0.0 .

X

*1 T v=0.0 :
Figura 5~ Geometria e condigdes de contomo do exemplo onda solitaria
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Figmaﬁ-Cmﬁgumﬁohicialdamlhanoexemploqda solitdria.

Na Tab. 2 tem-se os valores obtidos para a altura da crista da anda nos instantes em que a onda atinge
a parede direita, volta para o centro do tanque, atinge a parede esquerda e, finalmente, retoma a
posi¢do inicial. Os resultados analiticos da Referéncia [12] e as diferencas percentuais entre as alturas
da crigta da onda, obtidas pela simulaciio numérica e pela aproximacfo analitica, considerando esta
iltima como referéncia, também sio apresentados na Tab. 2. As Fig. 7, 8 ¢ 9 mostram as
configuragSes da malha, no instante em que a onda atinge as paredes direita e esquerda e quando volta
para o centro do tanque, regpectivamente. As dimensdes na direcdo x, estio reduzidas em 10 vezes.
Observa-se que o algoritmo obteve excelentes resultados em todos os instantes de tempo, com
pequenas diferencas em relacio aos resatados analiticos da Referéncia [12]. Além disso, forma da
onda foi preservada ao longo da sua trajetoria. Este exemplo atingiu um desempenho de 760 Mflops
no supercomputador Cray T-94/UFRGS. Este algoritmo também foi testado com a imposigiio da
equacdo cinemdtica da onda na superficie livre, apresentando resuitados semelhantes. A referida
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oquagio & defivida da forma [13]: Onfor+{y, - Oy lonfan =0 (=123), ade @y & Oy, el
as componentes de velocidade do fluido e da malha na superficie livre, respectivamente.

Tabela 2 — Resultados do exemplo onda solitéria

Algoritmo = Aluradaonds  Instantedetempo  Diferenca
. , (m) ®) (%)

Instante em que a onda atinge & parede direita do tangue
Presente trabatho 1.0330 15.19 202
Analitico 1.0125 14.79 -

Instante em que a onda retorna a posigdio central
Presente trabalho 0.4980 3028 0.40
Analitico 0.5000 29.57 -

Instante em que a onda atinge a parede esquerda do tanque
Presente trabatho 1.0233 45.31 2.14
Analitico 1.0125 44.36 C -

Instante em que a onda retorna a posiclio inicial
Presente trabatho 0.4932 : 60.36 2.05
Anatitico 0.5000 59.15 -
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Figura 7 — Configuragiio da matha para o exemplo onda solitéria no instante r=15.19s
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Figura 9 — Configuragio da malha para o exemplo onda solitiria no instante =60.36s
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CONCLUSOES

Nmmbamoapmﬂaeﬁci&ndaeapmdﬂodowqumﬁwimadodehylmﬁdukma
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de estado [8,10].
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