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RESUMEN

En el presente trabajo se propone un método de acoplamiento directo entre un modelo unidimensional
de la Hemodinimica Arterial Humana y modelos focalizados multidimensionales de segmentos
arteriales. El principal objetivo es proveer a los modelos detallados multidimensionales con apropiadas
condiciones de contorno generadas por un modelo global unidimensional que resuelve las ecuaciones
reducidas de Navier-Stokes en tubos compliantes. De esta manera se logra resolver en detalle las
condiciones hidrodindmicas de un segmento arterial teniendo en cuenta los acoplamientos existentes
con el resto del arbol arterial modelado unidimensionalmente. Tanto los dominios unidimensionales
como multidimensionales, son resueltos numéricamente por el método de los Elementos Finitos,
discretizandose las Ecuaciones de Navier-Stokes en su forma reducida para las zonas 1D y completas
para las zonas multidimensionales.

Se incluye una aplicacién al caso de una estenosis en la carétida, en la que se observa la formacién de
vértices en el extremo distal, efecto que no puede ser capturado por el modelo unidimensional por si
solo.

ABSTRACT

In this work a method for direct coupling one-dimensional with multidimensional models of the
Human Arterial Dynamic is presented. The main purpose is to provide the more detailed
multidimensional zones with appropriate boundary conditions coming from the global 1D model.

The Finite Element Method is used to numerically solve the resuiting reduced and complete Navier-
Stokes equations in compliant domains.

An application to the analysis of a simulated stenotic arterial disease in the Common Carotid Artery is
included, showing the occurrence of a non-stationary vortex downstream the stenosis, a fact that is
impossible to capture with the 1D model. Substantial changes in pulse waveforms are observed,
suggesting the possibility of using them in early detection of the arterial obstruction.
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INTRODUCCION

Recientemente, ¢l problema del acoplamiento entre modeios multidimensionales de Navier-Stokes en
‘tubos compliantes con modelos reducidos unidimensionales o de pardmetros concentrados ha sido
tratado con detalle por Quarteroni et.al.[3] [5] . Estos autores han planteado la resolucién de dicho
problema con la técnica de lteracién de Subdominios, proponiendo para cada parte del modelo
individualmente, las condiciones de borde apropiadas para el buen planteo de los subproblemas
asociados, homogéneos en dimensionalidad. Asimismo, han reportado dificultades en la convergencia
y observandose en sus resultados reflexiones espurias, sunque mucho méis reducidas que en los
antecedentes por ellos analizados.

En este trabajo se propone una alternativa para la resolucién del acoplamiento de modelos de distinta
dimensionalidad del sistema arterial (propagacién de ondas en tubos flexibles, en general)
distinguiendo entre las condiciones existentes en las interfaces de acoplamiento y las condiciones de
borde (en estas wltimas no se posee informacion de lo que pasa més alla de la frontera) y, por lo tanto,
se plantean condiciones apropiadas de continuidad para las variables del problema original y no para
las v:gx;iables transformadas segiin el método de las caracteristicas, tal cual lo propuesto por Formaggia
et.al.”.

El'modelo propuesto consta bisicamente de tres modulos:

* Un mdédulo 1D utilizando las ecuaciones de flujo unidimensional combinadas con las
ecuaciones del movimiento de la estructura.

* Un médulo multidimensional que resuelve las ecuaciones de Navier-Stokes completas y lleva
en cuenta el movimiento de la pared. En este caso se presenta la dificultad adicional del
domir{lli]o deformable, que es tratada con la formulacién Arbitrariamente Lagrangiana Euleriana
ALE

* Un mddulo de aéople entre los dos mddulos anteriores

Cada médulo se describe en secciones separadas, dejandose para el final ejemplos de aplicacién. Se
muestran una aplicacion al sistema arterial completo, modelado con elementos unidimensionales,
salvo una porcién de la arteria Carétida que es reemplazada por un modelo en simetria de revolucion y
en la cual se ha simulado la presencia de una Estenosis (estrechamiento arterial).

MODELO UNIDIMENSIONAL

La estructura geométrica del 4rbol arterial puede ser idealizada como un conjunto de tubos
compliantes interconectados y de seccion variable. A partir de esta abstraccion, pueden obtenerse
ecuaciones que vinculen las principales variables teniendo en cuenta solamente su variacién en la
direccién de desarrollo del tubo, es decir, en funcién de la longitud de arco media o direccién axial,
promediéndose las variaciones en el plano transversal a dicha curva. Las ecuaciones diferenciales que
gobiernan el fenémeno de efluxion de ondas de presién y caudal se obtienen a partir de las ecuaciones
de conservacion de la masa y del momentum lineal en la direccion axial, y son de caracter hiperbdlico
en concordancia con los fenémenos propagatorios que representan. Es abundante la bibliografia donde
se detalla la obtencitn de las mismas, asi que no se entrard en detalles aqui @ . Las ecuaciones
diferenciales nolineales resultantes son entonces,
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donde A es el 4rea de la seccién transversal, # es la velocidad axial (i el correspondiente valor

medio) ; x es la coordenada axial, P la presion media, p es la densidad de la sangre, 7, es la tensién
viscosa en la pared arterial, @ es un factor de correccion de la cantidad de movimiento axial que
depende de la forma del perfil de velocidades.

Como ley de cierre de las ecuaciones anteriores se utilizd, como ya fue anticipado, una relacién lineal
para la correspondencia Presién — Didmetro, que expresada en funcién del 4rea resulta:

A
P=P + Eh/R, ,——1 3
/ [An ] 3

En la cual R, h, A4, son el radio, el espesor y el 4rea de la seccion transversal al vaso,
respectivamente, cuando P iguala a la presién de referencia P, y E es el mbdulo de Young efectivo.

Por otra parte, conviene definir a Ia celeridad de propagacion de ondas como:
C = 14. i’i 4
\j p da

A oP aQ
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Resolviendo el correspondiente problema de autovalores, el sistema (5)(2) puede ser reformulado en
su forma canénica a lo largo de las lineas caracteristicas definidas por las velocidades de propagacién

Sy f
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Normalmente se utiliza la denominacién de Impedancia Caracteristica para los términos Z, que para
el caso de mimeros de Mach pequeiios coinciden en magnitud, Z=p C/4 .

Método Numérico para el modelo 1D

Para la resolucion numérica del sistema (6-7) se impone la implementacién de un método que lleve en
cuenta la naturaleza propagatoria e hiperbdlica de las ecuaciones. Esto se logra implementando una
técnica de Least-Squares Fem!” .

MODELO MULTIDIMENSIONAL
Para la modelizacion del flujo sanguineo en zonas multidimensionales (MD), restringiremos nuestra
exposicion al tipo de caso presentado en los resultados, considerando dominios con simetria de
revohicion como el que se observa en la fig. 1, aunque los desarrollos subsecuentes no tienen ningin
tipo de condicionamientos para ser extendidos a geometrias completamente tridimensionales.

Figura 1

Las secciones proximal I’y y distal I'; de dreas Al y A2 respectivamente estan destinadas a ser
acopladas con el modelo unidimensional. Por simplicidad en la exposicion presentaremos el problema
de Navier-Stokes (NS) incompresible y su correspondiente formulacion variacional asumiendo
dominio fijo y condiciones de borde de adherencia (velocidades nulas en T’y frontera de Dirichlet)
sobre el contorno lateral. Dado que el modelo reducido 1D entrega valores de presién uniformes en
Al y A2, en virtud que sus ecuaciones se plantean para valores promediados en la seccién, las caras 1
y 2 estaran sometidas a valores de tension normal uniforme en toda la seccién, resultando un problema
con condiciones de Neumann tanto a la entrada como a la salida. Este tipo de problemas ha sido
tratado extensivamente en la referencia [6] , por lo que aqui nos limitaremos a su presentacién. Se
plantea entonces la resolucién de las ecuaciones de NS de acuerdo a las siguientes ecuaciones
diferenciales y condiciones de contorno referidas:

av
p.(——f-+v, -V, ]=—Vp +u.Viv, +p-g

ot
{ divv; =0
o 13)
W a—, ~p-A=P.i sobreT, , i=12
n

\ 7,=0s0bre T,

Se ha denotado con vra la velocidad del fluido, asumiéndose ademas una viscosidad constante 4. Esta
Gltima hipotesis se considera suficiente para los propésitos del presente trabajo, aunque es bien sabido
que la sangre presenta comportamientos reolégicos complejos[5] .

Es facil demostrar que las condiciones de Neumann adimensionalizadas toman la forma,

Re am* P T . : (14)
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Se observa entonces que el efecto de las fuerzas viscosas disminuye con el mimero de Reynolds Re, y
que por lo tanto para Re grandes (lo cual se verifica en el caso que nos ocupa) la presion en las caras
proximales y distales coincidird con P;, al menos de manera débil, de acuerdo a la formulacién
variacional que se presenta a continuacion.

De acuerdo con Quarteroni et. al®!, el problema variacional correspondiente queda formulado de Ia
siguiente forma:

Definiendo los espacios de funciones usuales en Q : L}Q) las funciones de cuadrado integrable,
H'(Q) las funciones cuyas derivadas hasta el orden 1 pertenecen a L%, y H'() las funciones de H!
que se anulan en I'y. Los correspondientes espacios vectoriales asociados se denotarin con negrilla,
ademds (., .) es el producto escalar en L%

Para todo t > 0 encontrar v(x,tf) € H'; tal que

<p%’,w> +(p¥, Vv, %) ~(p,div(®) + 1 (V3,, V%)= (pZ, W) + J—P,-ﬁ- s
L

i

(15)
(A, div(v,))=0

paratodowe H'y, Ae L?.

Con apropiadas condiciones iniciales y g suficientemente regular, este problema es equivalente a la
formulacion diferencial (13)%.

Formulacién ALE

Debido a la compliancia elastica de la pared lateral, considerada de igual forma que para el caso 1D,
en el problema del apartado anterior deben introducirse las modificaciones necesarias que permitan su
abordaje teniendo en cuenta la deformabilidad del dominio £ y el movimiento de la frontera mévil I'y.
Un técnica particularmente conveniente para el tratamiento del acoplamiento fluido-estructura
presente en esta situacion es la formulacién Arbitrariamente Lagrangiana Eulerianal . Es bien
conocido que la implementacién de este método requiere la modificacion del término convectivo de la
aceleracidn, en cuanto a que las ecnaciones se plantean ahora sobre un dominio en movimiento
(Dominio de Referencia) y entonces la velocidad de conveccién serd relativa a dicho dominio,
modificindose el termino referido de acuerdo a :

av av
p.(vafwf-wf] ap.[—ati-ﬂv,—v,)-Vv,) 16)

donde v, es la velocidad del Dominio de Referencia. Debe ademds tenerse en cuenta que en ¢l
paréntesis de la derecha, la derivada parcial temporal es ahora sobre un mismo punto del dominio
moévil. Por dltimo, con la hipdtesis de adherencia del fluido a la pared se tiene,

oR
V= V,= E& sobre T, a7

en la cual R, es el radio de la pared arterial.
Por otra parte, el Dominio de Referencia serd movido acompafiando la pared arterial. Como modelo de

pared arterial se adopta un modelo de anillos independientes' compatible con las hipétesis asumidas
para el caso 1D.

ACOPLAMIENTO DE ZONAS MULTIDIMENSIONALES CON EL MODELO 1D

El acoplamiento entre zonas de distinta dimensionalidad, como se observa en la figura 2, ha sido
tratado en [6] ,[3] para los casos de pared fija y compliante. Dada la particular naturaleza del
problema que nos ocupa, basaremos nuestra exposicién signiendo lo desarrollado en Formaggia et.
AL®! | En dicho trabajo se plantea una via de resolucién por medio del andlisis de los subproblemas
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asociados a cada zona de dimensionalidad homogénea. Alli se proponen diversas alternativas de
acoplamiento que involucran las condiciones de borde que hacen a cada uno de los subproblemas,
individualmente bien planteados. La alternativa elegida para la resolucion y-discusion por parte de
dichos autores resulta la siguiente:

*  Continuidad de areas
*  Continuidad del invariante de Riemann entrante al dominio 1D

*  Continuidad de la Tension normal al drea de 1a interfaz.

[ }
+ 1D

| C 1L 1
-+
Figura 2 ‘
En el presente trabajo, la via seguida para el acoplamiento es diferente en varios aspectos. En
principio, se parte de la idea de que si se establece un corte artificial en un modelo 1D en un punto
arbitrario, para su resolucién simultinea bastard con plantear la continuidad de Py Q en los valores a
cada lado de la interfaz. Es decir,

PP=PyQ=0, (18)

donde con (+) y (-) se han sefialado posiciones a cada lado de la interfaz. Es importante sefialar que la
continuidad del drea surge de la biunivocidad de la relacion area-presion y de la continuidad de los
parametros involucrados en ella, no siendo necesario imponerla en absoluto.

Ahora bien, si una de las partes es retirada y reemplazada por un modelo MD compatible, por gjemplo
si la zona designada con (-) es reemplazada por un modelo 2D en simetria de revolucion, las
condiciones (18) deben seguir siendo validas.

Las condiciones de acoplamiento resultantes, surgen de remplazar el valor de P; (en la figura P;) en la
formulaci6n variacional (15) por P* -presién en el extremo de la zona 1D-. La otra condicion resulta
de la continuidad en el caudal,

ol =- J' 3, .7dA (19)
T,

Esta condicién queda asociada al extremo del modelo 1D. Una observacién importante es que, en
primer lugar, la continuidad de la presion no es exacta, dada la incompatibilidad de los modelos fisico-
matematicos entre las zonas 1D y MD, en virtud de la presencia de esfuerzos viscosos en la direccion
de la normal, ver (14). Esta incompatibilidad, siendo insalvable, es despreciable para los casos de Re
altos y ondas largas, como es el caso del sistema arterial. En segundo lugar, en virtud de que la
continuidad se plantea a través de la formulacioén variacional, en el término de potencias virtuales de
los esfuerzos normales (Técnica referida en la literatura como “Do Nothing approach”, ver [6] ), la
continuidad valdra sélo en sentido débil. Pero he aqui una de las razones para no forzar la continuidad
en areas, A' = A", ya que esto implicaria una contradiccién con la imposicién débil de la continuidad
en la presion.

Es importante resaltar, que esta manera de realizar el acoplamiento conlleva una implentacion
extremadamente sencilla, ya que estd referida a las variables originales del problema, no siendo
necesaria la descomposicion en informacién progrediente y retrogrediente segin el método de las
caracteristicas.

IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL Y RESIfLTADOS NUMERICOS

Se implementa un modelo del arbol arterial completo con elementos unidimensionales™” en el cual se
reemplaza un tramo de la arteria Carétida Proximal por un modelo en simetria de revolucion de 14.8
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cm de longitud (L/R=40), centrado entre ambos extremos y con una reduccidn (estenosis) del 60% en
radio. En la figura 3 se observa un detalle de la red empleada, habiéndose dibujado elementos lineales
uniendo los nodos de los triangulos cuadréticos, adem#s puede cbservarse el dominio completo en
escala. Las zonas 1D se resuelven de acuerdo al planteo numérico hecho més arriba y con los defalies
adicionales de acuerdo a lo consignado en [2] .

La zona multidimensional de acuerdo con la fornmlacion variacional (15) se resuelve por Elementos
Finitos dicretizando espacialmente con tridngulos P2/P1 (cuadritico en velocidades y lineal en
presiones) de modo que las condiciones LBB quedan automaticamente satisfechas. Se implementa un
método SUPG aplicandose solamente sobre el término convectivo. En cuanto a la discretizacidn
temporal se implementa un esquema 6—Euler, trabajandose con 8 = 0.5 (Crank-Nicholson).

El movimiento del Dominio de Referencia para la formulacién ALE se realiza desplazando la red de
tal manera que acompaiie a la pared del tubo (pared arterial), admitiéndose movimiento en la direccién
radial \inicamente.

Figura 3

DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Tal vez los resultados mas interesantes de consignar se encuentran durante el periodo de la sistole
(contraccion del corazén) que comprende los primeros 0.2 seg del periodo cardiaco T=0.8seg.

En la figura 4 se observa una secuencia del imégenes representando la magnitud de la componente
axial de la velocidad Vx[cm/seg]. Sobre la pared aguas abajo de la estenosis se observa una
componente negativa de la velocidad, indicando la presencia de un vértice no estacionario. Dicho
vértice se va estirando hacia la salida como producto de la interaccion fluido-pared, ya que esta se
contrae en la zona comprendida por el remolino aguas abajo del estrechamiento. Dicha zona estd
caracterizada por la baja presién, como es posible también observar en el grifico correspondiente de
las presiones [dyn/cm”*10*] en la misma figura. Es interesante observar que este efecto de separacién
del flujo no puede ser captado por €l modelo unidimensional, que es insensible a dichos fenémenos.
Mis alla de que el caso no necesariamente representa las condiciones reales de escurrimiento por
diversos factores que no vale la pena discutir aqui, es interesante la leccion que brinda, en el sentido
que la presencia de singularidades puede afectar las condiciones del flujo en distritos relativamente

lejanos.

En la figura 5 se muestran los grificos correspondientes a las curvas de presién P{dyn/cm’*10%] y
caudal Q[cm’/seglen los puntos proximal y distal de la zona MD, conjuntamente con la salida de un
caso corrido con el irbol completo 1D y sin estenosis (normal). Se observa que en el caso de presencia
de estenosis, la curva de flujo proximal se asemeja bastante a la curva impuesta por el corazon,
habiendo desaparecido el intervalo de tiempo donde el flujo alcanza valores negativos importantes
(retorno o backflow). Por otra parte se observa una considerable disminucién en las amplitudes del
flyjo. Se verificé ademds la conservatividad en masa del esquema propuesto para la resolucién del
acoplamiento fluido estructura en la zona bidimensional, integrando 1a curva de caudal en los nodos
proximal y distal, dando una diferencia relativa en volumen desplazado menor al 0.016%.
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CONCLUSIONES

El caso analizado, muestra la presencia de fenémenos que son sélo posibles de captar con modelos
multidimensionales, resaltando el valor de las soluciones acopladas. Por otra parte, se han observado
las importantes modificaciones en las formas de onda que pueden hallarse por presencia de
estrechamientos, como asimismo la distancias que esas perturbaciones pueden alcanzar. La presencia

de perturbaciones observables en la curvas de caudal para los niveles de estrechamiento empleados,

pueden contener un interesante valor diagnéstico con vistas a la identificacion y deteccion temprana de
situaciones patoldgicas como la considerada.
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