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EI presente trabajo tiene como finalidad el analisis numerico de la convecci6n natural que se produce durante la
solidificaci6n de un metal puro en una cavidad rectangular cuyas paredes verticales Se someten a diferentes
temperaturas mientras que las horizontales se mantienen termicamente aisladas. El estudio se realiza en forma
bidimensional usando como material esta1l.oliquido. La soluci6n numerica de las ecuaciones de continuidad,
cantidad de movimiento lineal y energfa se obtiene en el contexto del metodo de elementos finitos. Para el
problema propuesto se estudia Ia influencia que tiene sobre el flujo Ia variaci6n de las propiedades t6rmicas con
la temperatura asf como tambi6n se compara el efecto que tiene la convecci6n en la evoluci6n de la curvatura del
frente de cambio de Case. Los resultados obtenidos se comparan con mediciones experirnentales y otras
soluciones numericas disponibles en \a Iiteratura.

The aim of the present work is the numerical analysis of the natural convection that develops during the
solidification of a pure metal in a rectangular cavity whose vertical walls are subjected to different temperatures
while the horizontal ones are thermally insulated. Two-dimensional conditions are assumed in the study using tin
as a liquid material. The numerical solution of the continuity, linear momentum and energy equations is carried
out in the context of the finite element method. For this problem, the influence of the temperature-dependent
thermal properties on the flow as well as the effect of the convection over the evolution of the phase-change
front is particularly analyzed. The obtained results are compared with experimental measurements and other
numerical solutions available in the literature.

La soluci6n de problemas de ingenieria mediante el uso de simulaciones computacionales es
un procedimiento que hoy posee una gran relevancia debido a que es una herramienta que
posibilita la comprensi6n y descripci6n de fen6menos fisicos dificiles de analizar como 10 es,
por ejemplo, el caso de la solidificaci6n de metales.
En particular, en el trabajo de Wolffy Viskanta (1988) se presenta el arullisis experimental de
la solidificaci6n de estaiiopuro, cuyo punto de fusi6n es 231.9 °C, en una cavidad de 8.89 cm
de ancho, 6.66 cm de alto y 12.6 cm de profundidad considerando un molde de vidrio Pirex
de 0.7 cm de espesor. Las paredes horizontales fueron aisladas con Silox, material de baja
conductividad termica (0.02 W/m°C), y las paredes verticales fueron sometidas a una
diferencia de temperatura mediante intercambiadores de calor. Los nUmeros de Rayleigh y de
Stefan que caracterizan dicho ensayo as! como las temperaturas impuestas en ambas paredes
verticales durante la realizaci6n del experimento se indican en la Tabla 1. La medici6n de
temperatura fue realizada mediante termopares con una precisi6n de ±O.l °C. Cabe destacar
que estos mismos autores realizaron, para validar su experiencia, un estudio numerico basado
en un modelo matematico desarrollado por Ramachandran (1982), el cual simula el cambio de
fase utilizando la fonnulaci6n de entalpia utilizando como metodo de caIculo el de diferenCias
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finitas. Mas recientemente, Raw y Lee (1991) ban realizado un aruilisis numerieo de dieho
problema utilizando e1 metoda de los elementos finitos basado en las funeiones de lineas de
corriente, vortieidad y entalpia.
En el presente estudio se analiza numericamente el mencionado problema de solidifieaci6n de
estaiio puro mediante la metodologia de elementos finitos descrita en [1]. Las eeuaciones
completas de Navier-Stokes para flujo incompresible se presentan en la secci6n 2. La forma
debil de dichas ecuaciones se obtiene a traves de una formulaci6n generalizada a
contracorriente que permite igual orden de interpolaci6n para las variables primitivas del
problema: velocidad, presion y temperatura. Por otro lado, el efecto de cambio de fase se
incluye mediante una formulaci6n basada en la temperatura. En la seccion 3 se discuten las
soluciones numericas obtenidas en este trabajo para el problema analizado. En particular, se
consideran propiedades termicas constantes y variables con la temperatura, se analiza tambien
por separado la transferencia de calor por conducci6n y por conducci6n mas convecci6n
natural producto del cambio de densidad que resulta del proceso de ealentamiento y, ademas,
se realiza un estudio del movimiento del frente s6lido-liquido en cuanto a la veloeidad de este
frente y del volumen solidificado en funci6n del tiempo. Estos resultados se eomparan con las
mediciones experimentales de Wolff y Viskanta (1988) y las predicciones numericas de estos
Ultimos autores y de Raw y Lee (1991).

Las ecuaciones que gobiernan el problema de convecci6n natural de un fluido Newtoneano
incompresible con presencia de cambio de fase son [1]:

•
pv+ p(v. v}v +Vp - V . (2p E) = ph

~C+L ~; Xi' +VT.V) = V.(kVT)

donde v corresponde al campo vectorial de velocidades, p es la densidad, ~ es la viscosidad
dinamica, p es la presi6n, V es el operador gradiente, B es el tensor de velocidad de
deformaci6n del fluido definido por B = ~ (V x v + v x V) y b es la fuerza especifiea eserita de
acuerdo a la aproximaci6n de Boussinesq de la forma: b = g[I-a(T-TREF)], siendo g la
aceleraci6n de gravedad, a. el coeficiente volwnetrico de expansi6n termiea, T es la
temperatura y el subfndice REF indica un valor de referencia. Ademas, e es el calor
especifico, L esel calor latente especifico, k es el coeficiente de conductividad termica y tpc
es la funci6n de cambio de fase que para un material puro se escribe como tpc = H(T-Tm),
donde H es la funci6n de Heaviside y Tm es la temperatura de cambio de fase.

El estudio de la situaci6n fisica considerada en este trabajo corresponde a la descripci6n de la
transferencia de calor y la mec8nica de fluidos para la solidificaci6n de estano puro en una



cavidad rectangular [1-3]. Para el presente anMisis se utilizan las mismas consideraciones que
las de los trabajos desarrollados en [2] y [3]. Las condiciones de contomo termicas que
afectan a la cavidad son: temperatura impuesta en la pared izquierda y derecha, Th y Tc
respectivamente, y superficies superiores e inferiores termicamente aisladas. EI estafio liquido
se encuentra inicialmente en reposo a una temperatura de 233°C. La temperatura de cambio
de fase es de Tm=231.9°C. Las condiciones de contomo para la velocidad es la de no-
deslizamiento del material en contacto con las paredes. En la Figura 1 se pueden apreciar la
geometria y las condiciones de contomo e iniciales del problema en estudio. En la Tabla 1, se
muestran los parcimetros de cada uno de los casos analizados. Cabe mencionar que para todos
los casos estudiados se mantiene un paso de tiempo de 6 segundos y una mana de 32 x 32
elementos (dicha discretizaci6n espacio-temporal es similar a la usada en [2]).

ESTAiIo_
6.lI6 em TlM'ERAlUlA _ 233 C

u·u·'

I Caso II Th Tc I Ra II Ste I
I A II 233 DC 226°C I 1.59*105 I 2.69*10-2 ~

I B II 234°C 226°C 3.01*10' II2.69*16-2 I
I C II 233°C 229°C I 1.59*10' I'1.32*16-2 I

La posicion del frente de cambio de fase para el caso A (ver Tabla 1) se muestra en la Figura
2. Los resultados obtenidos de las simulaciones num6ricas dejan de manifiesto la diferencia
entre las curvas correspondientes a los casos de propiedades constantes [2] y variables [3] con
la temperatura. Ambas se comparan, a su vez, con las curvas simuladas por· Raw y Lee
(1991). 8i bien para el primer tiempo mostrado (t=O.077h=277.2s) ambos resultados son
similares a la predicci6n de la referencia mencionada, las curvas obtenidas con propiedades
constantes se van paulatinamente alejando de la correspondiente a propiedades variables para
tiempos posteriores representando, por tanto, un proceso de solidificaci6n mas lento. Este
hecho se debe, fundamentalmente, a la menor difusividad termica existente para el caso de
propiedades constantes. EI mismo fenomeno se observaen las curvas de evoluci6n de los
volfunenes liquido y s6lido de estaiio para el caso A mostradas en la Figura 3 en donde,
ademlis, se consideraron nulos los efectos convectivos. Para cualquier tiempo del proceso, se
ve que la curva de volumen s6lido calculada considerando propiedades variables estli por
encima de la correspondiente a propiedades constantes. Tambien puede notarse que el tiempo



para el cual se solidifica la mitad de la ocelda (punto en que se encuentran las curyas de
volfunenes liquido y s6lido). es ·menOr para el caso de propiedades variables. Es. im}X>rtante
mencionar que se presenta una situaci6n similar a la descrita cuando tambien se incluye la
convecci6n natural en el anAlisis.

Figura 2. Posicion del frente de cambio de
fase, para el caso A (Th=233°C y
Tc=226°C), considerando propiedades
constantes (- - - -) y variables (--).
Comparacion con el estudio numerico de
Raw y Lee (1991) (0000) para t=O.077h,
t=O.l65h, t=0.529h, t=O.799hy t=O.93h(de
derecha a izquierda).

Figura 3. Comparacian del volumen
de estafio liquido (curva descendente)
y de salido (curva ascendente) para
propiedades constantes (- - - -) y
variables (--) en funcian del
tiempo para el caso A (Th=233°C y

. Tc=226°C) considerando s610
conduccian.

La Figura 4 muestra una comparaci6n de los resultados obtenidos para los casos de
conducci6n pura y conduccion mas convecci6n como mecanismos de transferencia de calor.
Se aprecia que para la parte media y superior de la celda losefectos convectivos toman una
mayor importancia que se hace evidente en la curvatura de las isotermas en esas zonas.
Debido a que las paredes inferiores se suponen adiabaticas, el frente de· cambio de fase tiende
a ser normal a eUas. En Iii parte inferior se ve que ambas simulaciones arrojan resultados
similares poniendo de 'manifiesto la poca relevancia de los efectos convectivos en dicha
region.
Los casos A y B (vel' Tabla I) se representan respectivamente en las Figuras 5 y 6 graficando
las evoluciones de la posicion del frente de cambio de fase s61ido-liquido obtenidas en este
estudio y comparandolas conlos datos experimentales publicados pol' Wolff y Viskanta
(1988) y con los resultados del estudio numerico realizado por Raw y Lee (1991). En dichas
figuras se puede apreciar que para los primeros instantes la transferencia de calor se realiza
preferentemente pOI'conduceion manifestandose el efecto de conveccion natural a medida que
avanza el tiempo. La curvatura de la interfaz solido-liquido se debe exclusivamente al efecto
de la convecci6n natural. Dicho fen611ieno es captado pol' el estudio presente mostrando, sin
embargo, un proceso mas lento en .comparacion con los datos experimentales. Cabe
mencionar que las simulaciones computacionales de 10sautores antes mencionados muestran
modelaciones similares a las obteniciasen este trabajo, '.
Ademlis, de las Figuras 5 y 6 se observa que el compOrtamiento del material es altamente
sensible a la diferencia de temperatura impuesta en las paredes. En particular, para tiempos
avanzados del amilisis se prosenta un mejor ajuste de las curvas numericas con las obtenidas
experimentalmente cuando dicha diferencia de temperatura entre las paredes de la cavidad es



mayQf (caso B). &to se debe a que 1as tlUWJaciones de 18 temperatura impuesta existentes
durante el desarrollo experimental tienen una menor incldencia en este Ultimo caso.
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Figura 4. Posici6n del frente de cambio de fase
considerando propiedades variables y los
mecanismos de transferencia de calor de
solamente por conducci6n (- - - -) y por
conducci6n mas convecci6n (--) para el caso
A (Th=233°C y Tc=226°C) para t=O.077h,
t=O.l65h, t=O.529h, t=O.799h y t=O.93h (de
derecha a izquierda).
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Figura 5. Posici6n del frente de
cambio de fase para el caso A
(Th=233°C Y Tc=226°C) para los
tiempos t=O.077b,t=O.165h,t=O.529h,
t=O.799h Y t=O.93h (de derecha a
izquierda).
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Figura 6. Posici6n del frente de cambio
de fase para el caso B (Th=234DC Y
Tc=226°C) para los tiempos t=O.077h,
t=O.l65h, t=O.529h, t=1.146h y
t=1.462h (de derecha a izquierda).

•••• estudio experimental;Wolfy Viskanta(1988)
estudio numerico; Raw y Lee (1991)
estudio presente



En general, se observa s610 un buen ajuste cualitativo de los resultados numericos con los
experimentales. En este sentido, un aspecto· importante a tener en cuenta es el efecto de la
inercia termica que se produce en el ensayo experimental [2] ya que la temperatura de la
pared fria, tal como se aprecia en las curvas de las Figuras 5 y 6, demora en alcanzar su
condici6n final Tc aproximadamente 2 minutos. En las simulaciones, por el contrario, dicha
condici6n se supuso desde el inicio del proceso 10 que provoca que las predicciones para los
primeros tiempos esten desfasadas hacia la izquierda. Otras posibles causas de discrepancia
entre la simulaci6n y la experiencia pueden deberse, tal como se discute en [2,3], al
aislamiento imperfecto de la pared inferior, la separaci6n del material en la pared superior por
efecto de la contracci6n termica provocando de esta manera un cambio en las condiciones de
contomo de la velocidad en dicha pared, la dificultad de mantener temperaturas impuestas
constantes en las paredes verticales y el bajo grado de .exactitud de los termopares utilizados.
La Figura 7 muestra la evoluci6n del frente de cambio de fase para el caso C (ver Tabla 1)
comparando los resultados obtenidos con los datos experimentales y numericos de Wolff y
Viskanta (1988) y con las predicciones surgidas del estudio realizado por Raw y Lee (1991).
Se puede apreciar que tales predicciones numericas son similares basta el tiempo t=0.529h a
partir del cual se produce una cierta dispersi6n entre ellas. Debe notarse que la curvatura
pronunciada presente en los resultados numericos de Wolff y Viskanta (1988) para tiempos
avanzados del proceso (atribuible al metoda de c&culo empleado) no concuerda con los datos
experimentales 10s cuales se encuentran mejor descritos por las predicciones del presente
trabajo y las publicadas por Raw y Lee (1991), estas Ultimas bastante similares entre sf. Una
vez mas, el ajuste de los resultados numericos con los experimentales es s610 cualitativamente
razonable pudiendo la diferencia entre ambos ser atribuida a los mismos factores discutidos
anteriormente.
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Figura 7. Posicion del frente de cambio de rase para el caso C
(Th=233°C y Tc=229°C) para los tiempos t=O.077h, t=O.165h,
t=0.529h, t=1.462h Yt=1.896h (de derecha a izquierda).
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_.98.. . ..-ENIEF"XII Congreso de Mlltodos Numllricos y sus Aplicaciones

La evohici6n del campo de veloiidad para el caso C segrafica en la Fi~~ 8..Se aprecia

~l_Mt~~l desarrollo de vbrtices por efecto de la convecci6n natural. En los primeros
instantes se presenta Wl Unico v6rtice de gran tamaiio en la zona central que, a medida que
transeurre el tiempo, se desplaza bacia la zona superior izquierda. Para los tiempos finales del
analisis aparecen algunos v6rtices de menor tamafio en la region inferior izquierda. En la
Tabla 2 se muestran las velocidades maximas para los mismos tiempos de las Figuras 7 y 8.
Puede notarse Wla tendencia inicial creciente y Wla decreciente a partir de t=O.529h
aproximadamente debido a la reducci6n de la cavidad lfquida producto de la solidificacion.

Figura 8. Campo de velocidad para los tiempos seleccionados para el caso C
(Th=233°C y Tc=229°C).



Tabla 2. Valor de las velocidades nulximas para los tiempos
selecc °C).ionados para el caso C (Th=233°C y Tc=229

Tiempo (horas) Velocidad maxima (mls)

0.077 0.008425
0.165 0.009117

0.529 0.010153
1.462 0.008558
1.896 0.008009

Se ha presentado en este trabajo un estudio de la solidificaci6n de estaiio puro en una cavidad
rectangular. En la sirnulaci6n nurnerica del problema se resolvieron las ecuaciones completas
de Navier-Stokes para flujo incompresible en el contexto del metodo de elementos finitos.
Se ha observado un buen ajuste cualitativo de los resultados obtenidos con la tecnica descrita
anteriormente con los datos experimentales aprecilindose tambien una buena descripci6n del
efecto de la convecci6n natural durante el proceso de solidificaci6n. Por otro lado, el hecho de
considerar propiedades constantes con la temperatura y. solamente el mecanismo de
transferencia de calor por conducci6n provoca un notorio desfase en las simulaciones
reflejando un proceso mas lento y poco representativo del problema en estudio. Por ultimo, si
bien no se encuentran disponibles mediciones experimentales de velocidad, la distribuci6n del
campo de velocidades obtenida nurnericamente es aceptable teniendo en cuenta el rango de
los niuneros de Rayleigh estudiados.
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