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En este trabajo se presentan las ecuaciones mas importantes de un modele
elastopIastico basado en la teoria de gradientes y del problema algebraico asociado,
para la soluci6n en incrementos de tensiones en el marco del metoda de los elementos
finitos. La teona de gradientes es una de las estrategias mas exitosas para solucionar
la ya conocida deficiencia de los modelos constitutivos clasicos basados en el
concepto smeared crack , como la fuerte dependencia respecto de la malla en el
comportarniento post-pico. Esta teona ha side recientemente propuesta por Aifantes y
luego desarrollada por de Borst, Steinmann y otros. En este paper tambien se
presentan y analizan las ecuaciones resultantes de la formulacion de elementos finitos
relacionadas con la aplicaci6n de la teona de gradientes a nivel constitutivo. Los
resultados son el primer paso de un programa de simulaciones computacionales de
modos de falla estaticos y dinamicos en estructuras y materiales que se lleva a cabo
en la Universidad de Tucuman.

In this work the relevant equations of a gradient theory-based elastoplastic constitutive
model and of the related algebrclicproblem for the solution of the stress increment in
the framework of the finite element method is presented. The gradient theory is one of
the most successful strategy to bypass the well-known deficiency of the classical
smeared cracked-based constitutive models, such as the strong mesh dependent of the
post-peak behavior. This theory was recently proposed by Aifantes and further
developed by de Borst, Steinmann among others. In this paper also the resulting
equations of the finite clement formulation related with the application of the gradient
theory at the constitutive level are presented and analyzed. The results here are the
first step for a consistent research program on computational simulations of static and
dynamic localized failure modes in material and structures at the University of
Tucuman.

La observacion del comportarnientomecinico y de la falla de varios materiales revela el fenomeno de
la lotilizaci6n, acompafiado de fuertes no linealidades que inducen at ablandamiento 0 softening.
Para simularlo computacionalmente, se hace necesario evaluar el comportamiento post-pico con
teonas y metodos numericoscapaces de reproducirlo.
En los modelos constitutivos clasicos 0 "locales", formulados en el marco teorico del concepto

mailto:getse@herrera.edu.ar


smeared crack, elablandamiento es descripto mediante relaciones directas entre tensiones y
deformaciones en el mismo punta del continuo donde se las evalua. Como consecuencia, se plantea 1a
fuerte sensibilidad de los resultados respecto a la discretizaci6n de la malla y la perdida del sentido
ffsico de las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio que los gobieman al comienzo del
comportamiento de ablandamiento.
Para eliminar estas deficiencias se utilizan las teorias de regularizacion del comportamiento post-
pico. Uno de los mas prominentes y novedosos en este sentidoes la teorfa de gradientes, que utiliza
gradientes superiores de deformaciones para crear interaccionesespaciales y "suavizar"
discontinuidades, de forma tal que las deformaciones permanezcan continuas.
En este trabajo se establecen las bases numericas de un modelo constitutivo elastoplastico formulado
sobre la base de la teoria de gradientes deformaciones. En ese sentido se obtienen las ecuaciones
resultantes de elementos finitos, cuyas formulaciones son fuertemente afectadas en el caso de la teoria
de gradientes.

Para obtener una mejor representacion de la respuesta del continuo en los modelos con ablandamiento
se deben regularizar las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio mediante la incorporaeion de
una longitud caraeteristica / en las relaciones constitutivas tensiones-deformaciones de tal forma de
"espacializar" la localidad intrfnseca de dichas ecuaciones.
Los gradientes de orden superior, planteados originaimente en el marco de la teoria del f1ujo de la
plasticidad, fueron incorporados en la funcion de f1uencia en los trabajos pioneros de ZBIB y
AIFANTIS [l]yMUHLHAUS YAIFANTIS [2].
La funeian de f1ueneia en la teoria de gradientes toma la forma

siendo K un invariante de la deformaci6n plastica.La tension de f1uencia es ahora dependiente del
gradiente de dicho invariante

EI m6dulo de gradiente g es un coeficiente positivo con la dimension de una fuerza. El termino de
gradiente desaparece para estados de tensiones y deformaciones homogeneos. Tambien es
despreciable cuando las deformaciones varian suavemente (regimen de pre-pico) , pero su infIueneia
es significativa en la localizacion de las deformaciones.

2.1.1 Solucion anaUtica para eI caso uniaxial

Analizando el ejemplo uniaxial de una barra traccionada [5], la deformaci6n plastica no local sP se
calcula como el promedio de la deformaciones plasticas locales en una eierta longitud 1, siendo esta
la longitud caracterfstica del material [7].

1 1
sP(x) =- !eP(x + s)ds

U_1

Desarrollando la funci6n eP (x + s) en Serie de Taylor alrededor de s = 0
1

&,P(x) = ~ fleP + (eP)'s + .!.(eP)" S2 + ...]cIs ••
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12eP(x) •• &P +(&P)"-
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La funci6n de fluencia adopta ahora la forma

12
F(K, V2K)= rp(a) - h(K +V2K-).

6
Con 10 que el coeficiente de gradiente g resulta

2.1.2 Consecuencias de la dependencia del gradiente
Considerando la relaci6n incremental

donde O'(K) representa la regIa de ablandamiento cIasica Y 17 una constante positiva (Criterio de
VON MISES,17=1).
El mOdulo de ablandamiento h sera entonces

donde el Laplaciano se considera una variable independiente en la diferenciaci6n.
La relaci6n entre g, la longitud intema I obtenida para el caso unidimensional y el mOdulo de
endurecimiento 0 ablandamiento cliisico O"(K) es

refleja la disminuci6n de la influencia del gradiente con el incremento de la deformaci6n plastica
acumulada, durante el daiio progresivo del material.



Considerando la funcion de fluencia (2.5) y la condicion de consistencia representada por la ecuacion
diferencial

P = nTcr-hA+ gV2,c •• 0,

procedemos a obtener A y mediante resoluci6n posterior de la ecuacion constitutiva

La relacion tension-deformacion elastoplastica modificada puede escribirse altemativamente como
(3.4)

con la matriz de rigidez tangente continua "clasica" n"p y el vector g definidos de la forma [5]
(35)

n" Tn" n"n"p n" OlD m•• - g=-g
h+nTn"m' h+nTn"m'

3.1 Continuidad-Elipticidad
Considerando la posibilidad de la aparicion de una discontinuidad a 10 largo de un plano de normal
Vi' la que ademas de un salto en el campo de gradiente de velocidades (tasas de defom13cion)
involucra un salto en el gradiente de segundo orden de velocidades plasticas equivalentes (6], el
primer salto se puede representar con la ecuacion

que requiere la continuidad de la tracciones a 10 largo del plano de discontinuidad, la relacion
elastoplastica constitutiva (3.2) escrita en fOffila indicia! es



La' aparici6n de una discontinuidad 8610 es pOsible si, para Uk y ak arbitrarios, ambos terminos de

(3.10) se anulan simultaneamente. Esto Dormalmente no ocurre, excepto para algunas estructuras
especiales del operador constitutivo. Como la violaci6n de las ecuaciones:

Y (3.8) garantiza la elipticidad fuerte de las ecuaciones que gobiernan el problema estatico
considerado, se concluye que la dependencia del gradiente ha regularizado el problema, evitando la
localizaci6n en un area de medida cero, 10 cual matematicamente corresponde a la bifurcaci6n
discontinua y consiguiente biperbolicidad de las ecuaciones diferenciales.
En este caso el valor critico del mOdulo de endurecimiento y la direcci6n de localizaci6n tambi6n
pueden determinarse a partir de la condici6n clasica de singularidad del tensor acustico.

3.2 Sensitividad respecto a la malla
Se considera como ejemplo el caso de una barra traccionada discretizada en m elementos. Se adopta el
modelo de plasticidad de ablandamiento uniaxial y se desea conocer la distribuci6n de tensiones y
deformaciones y la respuesta global en t6rminos de tensiones y promedio de deformaciones &,
calculadas como el desplazamiento del extremo derecho sobre la longitud inicial.
Dando a todos los elementos iguales dimensiones y propiedades del material constitutivo, se deforman
uniformemente en la etapa elastica. Sin embargo, despu6s de la carga pico, el operador tangente del
modelo de elementos finitos posee autovalores negativos introducidos por las matrices de rigidez
tangentes, y la soluci6n se vuelve inestable. En este estado, cualquier variaci6n puede causar una
soluci6n mas critica, en la que s610 parte de la barra presenta ablandamiento.
Cuando las deformaciones plasticas se concentren en una menor cantidad de elementos, sera menor la
cantidad de energia que se disipani durante la falla, y el resto de los elementos descargara
elasticamente. La soluci6n puede inducirse haciendo que un elemento sea mas d6bil que el resto y la
deformaci6n se localice en 61.Para diferentes discretizaciones, la inclinaci6n de la rama post-pico del
diagrama (F - & depende claramente del numero de elementos m, como se observa en la Figura 1. Si
6ste tiende a infinito, la rama post-pico del diagrama de respuesta, tiende a volver sobre la rama
elastica. Esto es fisicamcnte inaceptable, ya que la falla total se desarrollaria sin disipaci6n de energia.

"
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Este campo presentara, en el caso del problema de la barra traccionada indicado, fuertes gradientes de
deformaciones plasticas en los bordes del unico elemento plastificado. Por el contrario, en el caso de
la teona de gradientes, los saltos 0 gradientes que se registran enlos bordes del elemento plastificado,
modificaran la tension de comparacion fig (Eq.2.2) haciendo que los elementos adyacentes entren

tambien en regimen plastico. En otras palabras, la teona de gradientes produce una regularizacion y
distribucion de la plastificacion en un dominio mayor al del elemento finito donde originariamente se
localizaba la deforrnacion, actuando asi como un limitadorde localizaciones.
Esto 10 vemos en detalle. En el caso de la leona de gradientes, la condicion de fluencia dependiente
del gradiente de deformaciones plasticas es

"a = ay +hEP +hPEP ,

" a-a
hl2 EP +EP = ---y

h
Asumiendo las condiciones de borde EP - 0 para x = ±w 12, simetna respecto de x = 0 y
localizando las deformaciones plasticas en una longitud w en el centro de la barra, la ecuacion
diferencial anterior puede resolverse respecto de la deformaci6n pliistica [3]y [4]

EP = a - a y [1- cos(x II) ].
h cos(wl21)



d 'd 1 di ., os 0y surge e COnsl erar a con cIOn -.. en L/2.ow
Con esto queda demostrado que la soluci6n es funci6n de la relaci6n entre la longitud caracterfstica l y
la longitud L de la barra.

3.3 Solucion algebraica en el marco del MEF
En esta secei6n se presenta· el metodo para la solucion algebraica del incremento de tensiones del
modelo constitutivo elastoplastico de gradientes en el marco del Metodo de los Elementos Finitos [5]
y [8]. Como se observant, esta particular teorfa regularizante requiere de campos de interpolaci6n de
continuidad Cl

, definidos con los polinomios Hermfticos, a fin de describir la aproximaci6n del
campo de variaci6n del Multiplicador Plastico. Esta interpolaci6n de orden superior se conjuga con
otra de continuidad C':para el campo de desplazamientos. Desde este punto de vista, la formulaci6n
de gradientes requiere de elementos finitos mixtos en los cuales los campos inc6gnitas adicionales son
interpolados mediante funciones de diferente orden y superior a los campos incOgnitas clasicos.

Para una iteraci6n j
1. CaIculo de K••, KIIA, K ••, K,u, fe' fa y f.lde acuerdo con las ecuaciones (4.26) a (4.30).

2. Dado una componente ai del vector de desplazamientos nodales a , cilculo de d a

y dA utilizando el sistema de ecuaciones (4.25) y actuaIizaci6n de Aa j •• Aa j_1 + da y

M j •• AA j_1 + d A .
3. Oilculo para cada punto de integraci6n:

AEj •• BAaj,

AILj=hTMj,

V2{AAJ..p™j,

Kj •• Ko + T/AILi,

V2
Ki •• V2

Ko + T/V2 AILj , (T/=I)

0", •• 0"0 + DeAE i (tensi6n trial),

si F{O""Kj> V2KJ~ tolerancia,

entonces es estado plastico: 0" j •• 0", - AAjDem"

sino, es estado elastico: 0" j •• 0", •

4. Verificaci6n del criterio de convergencia global. Si no verifica, volver a 1.

4.CONCLUSIONES
En este trabajo se han presentado las ecuaciones basicas de la formulaci6n constitutiva elastoplastica
basada en la teoria de gradientes y las implicancias de su formulaci6n numerica computacional en el
marco de los elementos finitos. De gran interes y particularidad es la necesidad de trabajar con
formulaciones de elementos finitos con campos de interpolacion mixtos, para los campos de variables
blisicas y extendidas. &tos permiten una regularizaci6n del comportarniento de ablandamiento y un
tratamiento adecuado del problema de borde.



Estos desarrollos vienen 6iendo realizad05 en el programa de investigaci6n que 105autor~ llevan a
cabo en la Universidad Nacional de Tucuman y constituyen la primera etapa de un proyeeto amplio
que incluye el desarrollo de un modelo constitutivo de gradientes para materiales cohesivos
fricci6nales.
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