
Mecanica Computacional Vol 20. pp. 187~194
Compilado por Fernando G. Flores

C6rdoba, 30 de octubre - 2 de noviembre de 2001

MODELOS CONSTITUTIVOS CONTINUOS BASADOS EN EORIAS
MICROMECANICAS TERMOMECANICAS CONSISTENTES

Guillermo J. Etse
Facultad de Ciencias Exactas y Tecnologfa

Universidad de Nacional Tucuman, c.P. 4000, Tucuman, Argentina
Marfa M. Nieto, Juan M. Parmis

Facultad de Ciencias Exactas y Tecnologfa
Universidad de Nacional de Santiago del Estero, C.P. 4200, Santiago del Estero, Argentina

La teona constitutiva rnicropolar es reformulada en el marco general del concepto
de rnicroplanos con el fin de obtener ecuaciones constitutivas y modelos que
incluyan informacion mas precisa de la compleja rnicroestructura de materiales
ingenieriles como el horrnigon y otros compuestos. El principal objetivo es el
modelado macroscopico y la descripcion del comportamiento de respuesta de
materiales anisotropicos por medio de la conocida teona de rnicroplanos cuando se
aptica en continuos de Cosserat. Un concepto termodimimicamente consistente se
considera para derivar la llamada Teoria micro polar basada en microplanos. La
principal suposicion de la presente propuesta es la relacioll integral entre la
macroscopica y la rnicroscopica energfa tibre de Carol, Jirasek y Bazant (2000) por
medio de la cuallas leyes de microplanos se eligen de forma que la desigualdad de
Clausius-Duhem es totalmente satisfecha. De este marco teorico se derivan tanto
modelos basados en rnicroplanos ehisticos como elastoplasticos rnicropolares.

The micropolar constitutive theory is reformulated within the general framework of
the microplane concept in order to obtain constitutive equations and models
including available and more precise information of the complex microstructure of
engineering materials like concrete and other composites. The main objective is the
macroscopic modeling and description of anisotropic material response behaviors
by means of the well-known microplane theory when applied to Cosserat continua.
A thermodynamically consistent concept is considered to derive the so called
microplane-based micropolar theory. The main assumption of the present proposal
is the integral relation between the macroscopic and the microscopic free energy by
Carol, Jirasek and Bazant (2000) whereby the microplane laws are chosen such that
the macroscopic Clausius-Duhem inequality is fully satisfied. This theoretical
framework is considered to derive both elastic and elastoplastic microplane-based
rnicropolar models.

EI desarrollo de formulaciones constitutivas para materiales ingenieriles ha experimentado un
tremendo progreso en los ultimos quince arios. De esta evoluci6n podemos estractar dos
conclusiones principales. Por una parte, que el comportamiento de respuesta es fuertemente
influenciado por la estructura rnicroscopica y sus caracteristicas mecanicas. Por otra parte y
desde el punto de vista profesional, que modelos materiales macrosc6picos eficientes y robustos
son necesarios para simular computacionalmente el comportarniento de respuesta complejo de
estructuras reales,
Como consecuencia observamos una tendencia definida a usar model os macrosc6picos basados
en aspectos de la estructura miscrosc6pica de los materiales. Junto al aspecto positivo de



incorporar infonnaci6n microsc6pica en la fonnulaci6n material macrosc6pica por medio de
consideraciones simples y consistentes. la contribuci6n mas importante de la teona de
microplanos viene de su capacidad superior de modelar los comportamientos materiales
anisotr6picos. Actualmente, este es uno de los objetivos mas importantes de la propuesta de
Taylor [16] la cual se basa en fa definici6n de relaciones totalmente independientes entre
tensiones - deformaciones uniaxiales en varios pianos en el material. La principal suposici6n de
la teona de microplanos es la relaci6n entre las componentes de deformaciones 0 tensiones local
o microsc6pica y el correspondiente tensor global 0 macrosc6pico. En consecuencia, deben
considerarse dos aproximaciones, la restricci6n estlitica 0 la cinematica requiere que las
defonnaciones 0 las tensiones sobre cada microplano sean las componentes resueltas de sus
contrapartes macrosc6picas. La restricci6n estlitica ha sido usada extensivamente hasta la
primera aplicaci6n de la teona de microplanos en mecanica de daiio y en materiales cohesivos -
mccionales [2] .
A pesar del progreso considerable de los modelos de microplanos y su excelente desempefio en
materiales fragiles y cuasifragiles, la falta de una aproximaci6n tennodinamicamente
consistente para deducir fonnulaciones constitutivas basadas en microplanos es un deficit
importante. En este sentido, el hecho de que la satisfacci6n del segundo principio de la
tennodinamica puede no estar garantizado [9], era una limitaci6n crucial y fundamental para
posteriores desarrollos de modelos de microplanos. Para resolver esta deficiencia, estos autores
proponen un metodo para deducir fonnulaciones constitutivas de microplanos en un marco
tennodinamicarnente consistente por medio de la incorporaci6n de la energfa Iibre de Helmholtz
en cada microplano. Este concepto ha sido extendido exitosamente para comportamientos
materiales inelasticos como daDOy plasticidad [13]. Sin embargo estos trabajos como los
previos [9] estan relacionados con continuos clasicos de Boltzmann, elasticos e inelasticos.
En el presente trabajo la aproximaci6n tennodinamicamente consistente para de.ducirmodelos
de microplanos es extendida ademas para el continuo micropolar de Cosserat, ver Cosserat [10].
EI objetivo principal es enriquecer la cinematica microsc6pica y la resistencia de la fonnulaci6n
de microplanos para poder reproducir comportamientos particulares de la estructura interma de
materiales compuestos cuasi fragiles como hormig6n en el cual la presencia de agrcgados
contribuye al desarrollo de microrotaciones en pianos caracteristicos de disipaci6n de energia
durante historias de carga mas alia dellfmite elastico.
En la secci6n 2 el concepto de microplanos se extiende para el continuo micropolar. De este
modo, las restricciones cinematica y estatica se redefinen para incluir las proyecciones de la
curvatura macrosc6pica y de las cuplas tensionales macrosc6picas a microplanos,
respectivarnente.
La Secci6n 3 se refiere a la aplicaci6n del metodo tennodinamicarnente consistente propuesto
para la fonnulaci6n de modelos generales 3D elasticos lineales. En la Secci6n 4,
elastoplasticidad, se derivan ecuaciones constitutivas para el caso general.
La teorfa constitutiva propuesta en este trabajo permite la simulaci6n de los procesos de
degradaci6n de materiales de ingeniena sobre la base de fen6menos microsc6picos detallados
que afectan fuertemente el comportamiento de respuesta. Es mas, los resultados demuestran la
capacidad de la aproximaci6n tennodinamicamente consistente para deducir modelos inelasticos
micropolares basados en microplanos.

TEORIA DE MICROPLANOS
Deformaciones y curvaturas en Microplanos

En el caso de restricciones cinematicas las componentes microsc6picas de defonnaci6n
simetricas y antisimetricas en la direcci6n normal y tangencial de los microplanos del continuo
de Cosserat son definidas por



En el caso de restricci6n estatica las tensiones y momentos tensionales microsc6picos en lugar
de deformaciones y curvaturas microsc6picas, se obtienen como proyecci6n de la contraparte
macrosc6pica de acuerdo con las relaciones

aN =N:G
aT =T:G

J1N = N: fl

JlT =T: fl

De manera similar a la nomenclatura usada antes, aNY J1N representa la tension normal y el

momenta tensional normal proyectados, respectivamente, mientras aT Y Jlr los vectores de
tensi6n tangencial y de momentos tensionales proyectados. Como en el caso de deformaciones y
curvaturas microsc6picas tambien las tensiones y momentos tensionales microsc6picas normal y
tangencial pueden descomponerse en partes simetrica y antisimetrica de acuerdo con la
estrategia usual de descomposici6n de continuos Cosserat.
Basados en [13] desarrollamos aquf una forma general de leyes constitutivas
termodimimicamente consistentes micropolares basadas en microplanos. La desigualdad
macrosc6pica de Clausius-Duhem para procesos isotermales es

La ley de evoluci6n de la energia microsc6pica libre deviene de la restricci6n cinematica eqs.
(1) a (3)

filmiC = h-NN + Gr .Tsym - G'!'".Tskw l i; +
[aNN + flim .Tsym - fl~kw.Tskw lK - D;ic - D;;iC

Debido a la suposici6n de desacoplarniento de "membrana-flexi6n", las componentes del tensor
de tensiones puede ser derivadas de la porci6n de la energia macrosc6pica totalla cual solo esta
relacionada con el movimiento de translaci6n .q>;iC , mientras que las componentes del tensor de

momentos tensionales devienen de la otra porci6n de la energfa microsc6pica total, relacionada
con las microrotaciones q>;;;iC .
El tensor de tensiones y el tensor de momentos tensionales macrosc6picos se obtienen de las
componentes de tensiones y momentos tensionales rnicrosc6picas, como sigue '



La ley de evolucion de la energia libre rnicrosc6pica en la eq.(8) puede ser entendida como la
forma rnicrosc6pica de la desigualdad de para el caso isoterrnico, el cual puede ser ahora re
escrito como

En caso de comportamiento elastica las componentes de rigidez de "membrana" y "viga" de las
variables internas son cero (q. =0, qlll=0) y la energia libre rnicrosc6pica se reduce a

La energfa libre rnicrosc6pica membrana y viga puede set expresadas alternativamente en la
forma (11)

q;;:ue = WM/(EN) + w~m(£im)+ WT:'(£:",)

q;;ic = WNIlI(K"N)+WTs;m(Ki"') + WT~(K:",)

de donde los m6dulos ehisticos EN.' Ei.,m,E~~, ENIlI,Ei: y E~: que son introducidos
como funciones de energia rnicrosc6pica, son

La definicion previa de la forma rnicrosc6picade la desigualdad de Clausius-Duhem en la eq.(5)
conduce a las tensiones y momentos tensionale.'>rnicrosc6picas constitutivas como variables
termodimirnicamente conjugadas de las componentes de deformaciones y rnicrocurvaturas,
respectivamente,
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macrosc6pica de la desigualdad de Clausius-Duhem se tienen los tensores
de tensiones y momentos tensionales como funciones de las componentes

(14)

a = -~ f ~E N.EN + [Tsymr.Ei.,m.f:im - frskw r .E~~.f::",ltn
2n In

II==]- f ~EN",K"N + fr,ym rEi: .Kim - [T'kw r.E;: .K~kwltn
2n In



(J = ED: I:
J1 = E.,.K

Bajo la suposici6n de isotropia de los microplanos los vectores de defonnaci6n tangencial y de
tensi6n tangencial permanecen paralelos durante la historia completa de carga ..
Asumiendo tambien que el m6dulo constitutivo es independiente de la orientaci6n de modo que

(17)

E. = ;n ~ N. fn [N® N}in + Eru In ffr''Ym r.Tsym ]m +E~ fn ffrskw r TSkw ltn]

E -I 3 [E ESJ'm] lSJ'm[2 E 3ESym] 1.<kw[2 ESkw]
u - vOl5 Nu - Tu + "5 N. + 5 Tu + "5 EN. + Tu

E., = Ivol ~ [ENlfI - Ei; ]+ Isym[~EN., + ~Ei.,m] + Iskw[~EN., + E;: ]

El amilisis comparativo de las eqs. (18) con los tensores ehisticos generales isotr6picos no
simetricos para comportamiento desacoplado membrana-flexi6n

E. =a1lvol + [a2 + a3]Fm + [a2 - aJlskw

EO) = Pl1vol + [P2 + p3]lsym + [P2 - p3]lskw

EI tipo elastophistico de comportamiento inelastico del continuo micropolar esta caracterizado
por la descomposici6n aditiva del tensor de defonnaci6n y curvatura macrosc6pico total en las
componentes elasticas y plasticas como

La suposici6n de restricci6n cinematica extiende la aplicabilidad de la descomposici6n aditiva al
nivel microsc60pico. Como consecuencia, las componentes de deformaci6n y curvatura total en
los microplanos pueden ser expresadas como



Eim = Ei: +Ei;
E

Skw = E
8kw + E

skw
T Te Tp

En el caso mas general el tensor de las variables internas incluye todas las partes plasticas de las
componentes de deformaci6n y curvatura las cuales caracterizan el campo cinematico en
microplanos

donde las variables internas ~u y ~••tienen en cuenta la respuesta plastica endurecimiento I
ablandamiento isotr6pico membrana-viga , respectivamente.
La energia libre microsc6pica obtenida de la definici6n de la energia libre elastica y de las
funciones de energfa libre microsc6pica como

mmic = W (E - E ) +w,ym(E.sym - E.sym) + W'kw(E'kw _ Eskw) +-r Nu N Np ru r r p Tu r r p

+WN••(1CN-1CN p) +Wr':'(Ki' - K7;)+WT:'(K;..tw - K~;;)+l' tP(!;u)d~u +r" tP(!;••)d~ ••

donde la forma restringida del comportamiento endurecimientolablandamiento es tcnido en

cuenta por medio de los terminos r- tP(!;.)d~ y r- tP(!;••)d!...
Las tensiones y momentos tensionales constitutivos en microplanos son obtenidos de la
evaluaci6n de la desigualdad microsc6pica de Clausius-Duhem

La evoluci6n de las variables internas es restringida por la desigualdad de la disipaci6n
microsc6pica (25)

DmU: • .sym • ..,... skw '8kw "" f.= G NE pN + (Jr .Er p + or .Er p - 'I' ':ou +
• SYnJ'sym skw -skw ""j. >0+ f.LN1CN P + J1r .Kr p + J1T .Kr p -'I' ':0 •• -

donde Ja funci6n tJ de las tensiones y momentos tensionales constitutivos microsc6picos esta
caracterizada por los gradientes



Las leyes de evoluci6n de las defonnaciones y curvaturas pllisticas son obtenidas del problema
variacional defmido por la desigualdad de disipaci6n bajo la consideraci6n de la condici6n de
convexidad, conduce a las soluciones

E:NP =jvNu
1fNP=jVNIIJ

ir'kw = r' vskwr P T •

• skw • skw
KTp=rvT'"

tJNu == ail>I au N

tJN", ==aii>/aJlN

tJi: == ail>I au i
tJi: == ail>I apim

tJ:; == ail>I au;kw
skw· ~ skwtJT", = (Jcp IapT

en t6rminos del Lagrangeano 0 multiplicador pllistico r y de los gradientes de potenciales
pllisticosmicrosc6picos.
Las condiciones de carga- descarga de Kuhn-Tucker asi como la condici6n de consistencia
pueden ser definidas como

~(cr.p)~O j~O ~(cr.p).j=O <i>(G,p.).j=O

Una soluci6n implicita para el multiplicador pllistico puede ser obtenida de la condici6n de
consistencia

h =V N uEN.tJNu + vi:' . Eium . tJ;::: - v:;; .E~ . tJ;!"; + H. +
+V N",EN",tJN '" +vi.: . Ei: . tJ;.'; - v'::, .E:' .tJ;!'; + H",

H = a;(gu)
u ag

u

Finalmente, las ecuaciones constitutivas macrosc6picas elastopllisticas pueden ser expresadas
como

En este trabajo la aproximaci6n termodin8.micamenteconsistente para derivar formulaciones
constitutivas de microplanos de [9] y [13] ha sido reformulada para continuos micropolares de
Cosserat ellisticos e inellisticos. Como en trabajos previos. la principal suposici6n es la
incorporaci6n de 1a energia libre microsc6pica de Helmholtz en todos los inicroplanos, los
cuales, encluyen en el presente caso las contribuciones de 10sgrados de libertad adicionales y la
rigidez de los continuos de Cosserat, representados por las micro rotaciones y los momentos



tensionales. Tambien, se considera una forma desacoplada de la energia libre en terminos de las
contribuciones "membrana" y "viga".
De las ecuaciones constitutivas resultantes para el modelo micropolar elastico basado en
microplanos se obtiene una soluci6n explfcita para la longitud caracteristica en terminos de la
relaci6n entre el m6dulo de viga elastico tangencial y el m6dulo de corte de Cosserat. Las
soluciones para el modelo micropolar elastoplastico basado en microplanos induye la
formulaci6n explfcita macrosc6pica del mOdulo constitutivo tangencial en terminos de las
contribuciones microsc6picas. Las ecuaciones constitutivas propuestas permiten la formulaci6n
de modelos materiales basados en diferentes y relevantes aspectos de la microestructura de los
materiales de la Ingenieria. Estos exceden la capacidad del marco te6rico desarrollado hasta
ahora por el modelado macrosc6pico de comportamientos anisotr6picos de materiales
heterogeneos cohesivos-friccionales como el hormig6n.
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