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RESUMEN

La teorfa constitutiva micropolar es reformulada en el marco general del concepto
de microplanos con el fin de obtener ecuaciones constitutivas y modelos que
incluyan informacién mds precisa de la compleja microestructura de materiales
ingenieriles como el hormigén y otros compuestos. El principal objetivo es el
modelado macrosc6pico y la descripcién del comportamiento de respuesta de
materiales anisotrépicos por medio de la conocida teoria de microplanos cuando se
aplica en continuos de Cosserat. Un concepto termodindmicamente consistente se
considera para derivar la llamada Teoria micropolar basada en microplanos. La
principal suposicién de la presente propuesta es la relacién integral entre la
macroscépica y la microscopica energia libre de Carol, Jirasek y Bazant (2000) por
medio de la cual las leyes de microplanos se eligen de forma que la desigualdad de
Clausius-Duhem es totalmente satisfecha. De este marco tedrico se derivan tanto
modelos basados en microplanos eldsticos como elastopldsticos micropolares.

ABSTRACT

The micropolar constitutive theory is reformulated within the general framework of
the microplane concept in order to obtain constitutive equations and models
including available and more precise information of the complex microstructure of
engineering materials like concrete and other composites. The main objective is the
macroscopic modeling and description of anisotropic material response behaviors
by means of the well-known microplane theory when applied to Cosserat continua.
A thermodynamically consistent concept is considered to derive the so called
microplane-based micropolar theory. The main assumption of the present proposal
is the integral relation between the macroscopic and the microscopic free energy by
Carol, Jirasek and Bazant (2000) whereby the microplane laws are chosen such that
the macroscopic Clausius-Duhem inequality is fully satisfied. This theoretical
framework is considered to derive both elastic and elastoplastic microplane-based
micropolar models.

INTRODUCCION

El desarrollo de formulaciones constitutivas para materiales ingenieriles ha experimentado un
tremendo progreso en los dltimos quince afios. De esta evolucion podemos estractar dos
conclusiones principales. Por una parte, que el comportamiento de respuesta es fuertemente
influenciado por la estructura microscépica y sus caracterfsticas mecénicas. Por otra parte y
desde el punto de vista profesional, que modelos materiales macroscépicos eficientes y robustos
son necesarios para simular computacionalmente €l comportamiento de respuesta complejo de
estructuras reales,

Como consecuencia observamos una tendencia definida a usar modelos macroscépicos basados
en aspectos de la estructura miscroscépica de los materiales. Junto al aspecto positivo de
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incorporar informacién microscépica en la formulacién material macroscépica por medio de
consideraciones simples y consistentes, la contribucion mds importante de la teoria de
microplanos viene de su capacidad superior de modelar los comportamientos materiales
anisotrépicos. Actualmente, este es uno de los objetivos mds importantes de la propuesta de
Taylor [16] la cual se basa en la definicién de relaciones totalmente independientes entre
tensiones — deformaciones uniaxiales en varios planos en el material. La principal suposicién de
la teoria de microplanos es la relacién entre las componentes de deformaciones o tensiones local
o microscopica y el correspondiente tensor global o macroscépico. En consecuencia, deben
considerarse dos aproximaciones, la restriccién estitica o la cinemdtica requiere que las
deformaciones o las tensiones sobre cada microplano sean las componentes resueltas de sus
contrapartes macroscépicas. La restriccién estdtica ha sido usada extensivamente hasta la
primera aplicacién de la teorfa de microplanos en mecénica de dafio y en materiales cohesivos -
friccionales [2] .

A pesar del progreso considerable de los modelos de microplanos y su excelente desempefio en
materiales frdgiles y cuasifrdgiles, la falta de una aproximacién termodinimicamente
consistente para deducir formulaciones constitutivas basadas en microplanos es un déficit
importante. En este sentido, el hecho de que la satisfaccién del segundo principio de la
termodindmica puede no estar garantizado [9], era una limitacién crucial y fundamental para
posteriores desarrollos de modelos de microplanos. Para resolver esta deficiencia, estos autores
proponen un método para deducir formulaciones constitutivas de microplanos en un marco
termodindmicamente consistente por medio de la incorporacién de la energia libre de Helmholtz
en cada microplano. Este concepto ha sido extendido exitosamente para comportamientos
materiales ineldsticos como dafio y plasticidad [13]. Sin embargo estos trabajos como los
previos [9] estan relacionados con continuos cldsicos de Boltzmann, eldsticos e ineldsticos.

En el presente trabajo la aproximacion termodindmicamente consistente para deducir modelos
de microplanos es extendida ademds para el continuo micropolar de Cosserat, ver Cosserat [10].
El objetivo principal es enriquecer la cinemética microscépica y la resistencia de la formulacién
de microplanos para poder reproducir comportamientos particulares de la estructura interma de
materiales compuestos cuasi frigiles como hormigén en el cual la presencia de agregados
contribuye al desarrollo de microrotaciones en planos caracteristicos de disipacién de energia
durante historias de carga mas all4 del limite eldstico.

En la seccién 2 el concepto de microplanos se extiende para el continuo micropolar. De este
modo, las restricciones cinemdtica y estéitica se redefinen para incluir las proyecciones de la
curvatura macroscOpica y de las cuplas tensionales macroscépicas a microplanos,
respectivamente.

La Seccion 3 se refiere a la aplicacién del método termodindmicamente consistente propuesto
para la formulacién de modelos generales 3D eldsticos lineales. En la Seccién 4,
elastoplasticidad, se derivan ecuaciones constitutivas para el caso general.

La teorfa constitutiva propuesta en este trabajo permite la simulacién de los procesos de
degradacién de materiales de ingenierfa sobre la base de fenémenos microscépicos detallados
que afectan fuertemente el comportamiento de respuesta. Es mads, los resultados demuestran la
capacidad de la aproximaci6n termodindmicamente consistente para deducir modelos ineldsticos
micropolares basados en microplanos.

TEORIA DE MICROPLANOS
Deformaciones y curvaturas en Microplanos

En el caso de restricciones cinemdticas las componentes microscépicas de deformacién
simétricas y antisimétricas en la direccién normal y tangencial de los microplanos del continuo
de Cosserat son definidas por

¢Y)
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g =T:e™=T":¢ g =-T:e™ =-T™ :¢

mientras que las componentes de curvatura correspondientes son
3)

Ky =k:N k" =T : k K =T :x

En el caso de restriccidn estdtica las tensiones y momentos tensionales microscépicos en lugar
de deformaciones y curvaturas microscopicas, se obtienen como proyeccién de la contraparte
macroscépica de acuerdo con las relaciones
)
oy=N:c Uy =N:p
or=T:o br=T:p

De manera similar a la nomenclatura usada antes, Oy y [y representa la tensién normal y el

niomento tensional normal proyectados, respectivamente, mientras Gy y Uy los vectores de

tensién tangencial y de momentos tensionales proyectados. Como en el caso de deformaciones y
curvaturas microscépicas también las tensiones y momentos tensionales microscépicas normal y
tangencial pueden descomponerse en partes simétrica y antisimétrica de acuerdo con la
estrategia usual de descomposicién de continuos Cosserat.

Basados en [13] desarrollamos aqui una forma general de leyes constitutivas
termodindmicamente consistentes micropolares basadas en microplanos. La desigualdad
macroscépica de Clausius-Duhem para procesos isotermales es

(5)
D™ =g ¢+p:k—@™ 20
Con la suposicion siguiente, 6)
mac __ 3 mic
P = b ae
y considerando un formato conveniente desacoplado
)

ic __ mic sym sk i¢ kw
O™ = (Ey. 87" 87", Q) + 0. (Ky, K77, K", Q)

La ley de evolucion de la energia microscopica libre deviene de la restriccién cinemdtica eqs.
1) a@)
®)
9" = o, N+ " T7 ~ 6. 1% | & +

[ N+ pgm 1" — i 1| k- D - D7

Debido a la suposicion de desacoplamiento de ““membrana-flexién", las componentes del tensor
de tensiones puede ser derivadas de la porcién de la energfa macroscépica total 1a cual solo esta

relacionada con el movimiento de translacién @™, mientras que las componentes del tensor de
momentos tensionales devienen de la otra porcién de la energia microscépica total, relacionada

mic
u

con las microrotaciones @

El tensor de tensiones y el tensor de momentos tensionales macroscopicos se obtienen de las
componentes de tensiones y momentos tensionales microscépicas, como sigue

€]
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=3 [ Noy sl =T o o
= 53;[“ Ivg, + Tz e o

La ley de evolucidn de la energfa libre microscépica en la eq.(8) puede ser entendida como la
forma microscépica de la desigualdad de para el caso isotérmico, el cual puede ser ahora re
escrito como

O
D™ =D* + D = P — @™ + Py° ~¢p* 20

ELASTICIDAD MICROPOLAR BASADA EN MICROPLANOS

En caso de comportamiento elastico las componentes de rigidez de ““membrana” y " viga" de las
variables internas son cero (¢, =0, q,,=0) y la energfa libre microsc6pica se reduce a
(10)
O™ =@ (Ey 87" 87 ) + QL (K KT KT)

La energia libre microscépica membrana y viga puede ser expresadas alternativamente en la
forma an
B =Wy, (&) + W™ (7™) + Wi (e7")

@Z" =Wy, (Ky ) + W (677) + WT‘:;W(K;M)

e Py kw Vi . .
de donde los médulos eldsticos Ey,, EX, En’, Ey,,EZr y Ef que son introducidos
como funciones de energia microscépica, son

(12)
1 .
- sym . o 5ym sym ym skw __ . skw skw skw
Wy, =—€e,Eney Wom =g E €7 W' =g .Ey’ . &7
1
— sym __ . sym sym sym skw __ . skw skw skw
Wyo == KvExokKy W =x7" . EZ7 . K7 Wy =X7 .Ep, . K7
2

La definicion previa de la forma microscopica de la desigualdad de Clausius-Duhem en ia eq.(5)
conduce a las tensiones y momentos tensionales microscépicas constitutivas como variables
termodinamicamente conjugadas de las componentes de deformaciones y microcurvaturas,
respectivamente,

(13)
. 99" m . 99™ _ pom com 0P™ _ g
Oy = aE’N - = EN"EN G? = 'a‘s";?’;' = E;y-,‘ .S;-y O';-kw = ég;zw = E;;w .Sf;kw
aq’mic n a(pm . y a‘Pmic p
Hy = "aK_N = Ey,Ky pr o= aK;ym‘ =Epy &7 R o= 51(—;'; =Ez k7™

De la versién macroscépica de la desigualdad de Clausius-Duhem se tienen los tensores
macroscopicos de temsiones y momentos tensionales como funciones de las componentes
microscopicas. (14

o= 2 [ Newe, +bomT B ezm - fooT B o

b2 [ Mo, T ez T e o
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La dltima ecuacién puede ser re escrita alternativamente como

(15)
6=E, e
p=E, k
y el médulo constitutivo macroscépico membrana y viga definido como sigue
(16)

- é’t [ [ NONL ] By 1o + oo T e T b

E. = 23n Ja o N@ NI+ [rF Bz 07 + oo B2 1 a0

Bajo la suposicién de isotropia de los microplanos los vectores de deformacién tangencial y de
tension tangencial permanecen paralelos durante la historia completa de carga..
Asumiendo también que el médulo constitutivo es independiente de la orientacién de modo que

am
E,= 53; le.. [ NO Nk + £, [ fro T 1om hio s k2 [ =T rle]
=3 [EN,,,I INeNkQ+EZ [ [t b + B2 o[ [T 1 Jie)
Integrando se puede evaluar analiticamente las ecuaciones
v (18)
Eu = lva[ g [ENH - ET-‘)’u’"]+ls)""[§ ENu + —:53— E‘;‘zmil + lw[% ENu + E;‘:w:]

El andlisis comparativo de las eqs. (18) con los tensores eldsticos generales isotrpicos no
simétricos para comportamiento desacoplado membrana-flexién
(19)
E, =al, +lo, +a,]17" + o, -, 1™

E, =ﬁl vol +[ﬂ2 +ﬁ3]l +[ﬁ2 —ﬂa]
ELASTOPLASTICIDAD MICROPOLAR BASADA EN MICROPLANOS

El tipo elastopldstico de comportamiento ineldstico del continuo micropolar estd caracterizado
por Ja descomposicién aditiva del tensor de deformacién y curvatura macroscépico total en las
componentes eldsticas y pldsticas como
(20)
£E=¢g +¢g, K=K, +K,

La suposicic’m de restriccién cinemitica extiende la aplicabilidad de la descomposicidn aditiva al
nivel microscéopico. Como consecuencia, las componentes de deformacién y curvatura total en
los microplanos pueden ser expresadas como

@b
Ey=Ey,+Ey, . Ky =Ky, +Ky,
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sym _ _sym sym sym __ __sym sym
€ =&, +£Tp KT —KTz +KTp
skw __ skw skw skw __ __ skw skw
& =&, +£Tp Ky =K, +KTp

En el caso mas general el tensor de las variables internas incluye todas las partes plasticas de las
componentes de deformacién y curvatura las cuales caracterizan el campo cinemdtico en
microplanos

(22)

skw skw
q=q(gNp’s;y:’an’KpN’K?:’KTp’éu’ ém)

donde las variables internas &, y &, tienen en cuenta la respuesta pldstica endurecimiento /

ablandamiento isotrépico membrana-viga , respectivamente.
La encrgia libre microscépica obtenida de la definicién de la energfa libre eldstica y de las

funciones de energia libre microscépica como
(23)

o™ =W, (ey —&y )+ W (g7 —a;”;‘)+W,; (7 —&r,)+

F Wy (i =Ky )+ W 62" = k20) + Wik (i = 1) + [* 06, ), + [ 95, )dE,

donde la forma restringida del comportamiento endurecimiento/ablandamiento es tenido en

cuenta por medio de los términos J: “O(E)dE, y J: o0&, )dE, .

Las tensiones y momentos tensionales constitutivos en microplanos son obtenidos de la
evaluacion de la desigualdad microscépica de Clausius-Duhem

(24)
a(Pmic aw'm
o.N = _“"W“:ENugNe ﬂN = _—"=EN@KN,
o€ oK
Ne Ne
2" = QQT_ = E2" gom psym — §_‘£m_c = EP™ o™
T T a sym ~ Tu "CTe T gm - CTe ““Te
eTe aKTe
sw ._ dp™ = o g5 skw . o™ L posiw  skw
T T g T &, B = S~ B K
Te Te

La evolucién de las variables internas es restringida por la desigualdad de la disipacién
microscépica (25)

D™ =0oyé +oT" &0 v £ —9 &, +
. sym = sym skw =, skw :
+ Uy Ky, FIDT KD, T KT, =96, 20

La funcién de fluencia puede ser definida en la forma
(26)

@ =W(GN’“?M’°§W’FN’P;y';’“;k:)"¢(éu’é“’) <0

donde la funcién 1 de las tensiones y momentos tensionales constitutivos microscépicos esta
caracterizada por los gradientes
(27)

sym

Ve =0y /00y v =9y /doP™ v =9y /3o
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VNe =0WI0ty Vi =0y /pd™ v =dy/opi

Las leyes de evolucién de las deformaciones y curvaturas pldsticas son obtenidas del problema
variacional definido por la desigualdad de disipaci6n bajo la consideracién de la condicién de
convexidad, conduce a las soluciones

(28)

észlyvNu é?;‘=7v;":l é;kl;:,},v;k:' éu 7
Knvp =YVwva k;y':zyv;y: k;*;’:f'vﬁ o =7
con (29)
dy, =09 /30, O =3® /90 O =9P/do

Vo =00/, O7r =9 /opd" O = 9d /o™

en términos del Lagrangeano o multiplicador pléstico ¥ y de los gradientes de potenciales

plésticos microscépicos.
Las condiciones de carga- descarga de Kuhn-Tucker asi como la condicién de consistencia
pueden ser definidas como

®(e,p)<0 720 O(6,p).7 =0 (o, p).7 =0

Una solucién implicita para el multiplicador plastico puede ser obtenida de la condicién de
consistencia
(30)

V= P BN+ BT v e

1 m F m R -
+-,;[\/,,,,,E,,,,,N+v;yu,.1«:,-:':.'1“y —v ER T ]k
donde 3H
h=vy EyOy, +v7r BN 07" —vivv Ex O3 + H, +
+VyoEneByva +V7a - Ef O70 —vie B 9% +H,

y 20E S0 (32)
_ 30 _30¢,)
T Ho =3¢,

Finalmente, las ecuaciones constitutivas macroscopicas elastopldsticas pueden ser expresadas
como '

Mz 5
p| |Ej EJN| |k

CONCLUSIONES

(33)

En este trabajo la aproximacién termodindmicamente consistente para derivar formulaciones
constitutivas de microplanos de [9]y [13] ha sido reformulada para continuos micropolares de
Cosserat eldsticos e ineldsticos. Como en trabajos previos, la principal suposicién es la
incorporacién de la energfa hibre microseépica de Helmholtz en todos los microplanos, los
cuales, encluyen en el presente caso las contribuciones de los grados de libertad adicionales y la
rigidez de los continuos de Cosserat, representados por las micro rotaciones y los momentos
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tensionales. También, se considera una forma desacoplada de la energia libre en términos de las
contribuciones “*membrana” y **viga". ) )

De las ecuaciones constitutivas resultantes para el modelo micropolar eldstico basado en
microplanos se obtiene una solucién explicita para la longitud caracterfstica en términos de la
relacién entre el médulo de viga eldstico tangencial y el médulo de corte de Cosserat. Las
soluciones para el modelo micropolar elastopldstico basado enm microplanos incluye la
formulacién explicita macroscépica del médulo constitutivo tangencial en términos de las
contribuciones microscépicas. Las ecuaciones constitutivas propuestas permiten la formulacion
de modelos materiales basados en diferentes y relevantes aspectos de la microestructura de los
materiales de la Ingenierfa. Estos exceden la capacidad del marco teérico desarrollado hasta
ahora por el modelado macroscépico de comportamientos anisotrépicos de materiales
heterogéneos cohesivos-friccionales como el hormigén.
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