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A finite element formulation for the analysis of solids under large plastic strains
is presented. It is aimed to the simulation of anisotropic metal forming in an explicit
dynamic code. A total Lagrangean formulation is employed with logarithmic strains.
A couple of benchmark tests are shown for assessment.

En este trabajo se present a la formulaci6n de un elemento finito para el analisis
de s6lidos con grandes deformaciones plasticas. Esta orientado a la simulaci6n de
conformado de met ales anis6tropos dentro de un c6digo dinamico explfcito. Be utiliza
una Formulaci6n Lagrangeana Total y deformaciones logarimicas. Be muestran dos
ejemplos para evaluaci6n.

Gran cantidad de materiales de usa comlin en ingenieria presentan un comportamiento anis6tropo.
Esta anisotropia puede estar asociada al comportamiento elastico Y/o plastico. Naturalmente
un material con comportamiento elastico anis6tropo present a un comportamiento plastico tam-
bien anis6tropo. Tipicarnente los materiales composites cuando se los analiza desde un punto de
vista macrosc6pico. Por otro lado materiales cuyo comportamiento elastico puede considerarse
is6tropo, prp.sentan una fuerte anisotropia en el campo plastico. Un caso tipico corresponde a
las laminas metalicas fabricadas por rolado.
La caracterizaci6n de los materiales anis6tropos, particularmente los ort6tropos, se realiza en
base a los ejes principales de ortotropia del material, en base a ensayos simples.
La simulaci6n de procesos con estos materiales en el campo de las grandes transformaciones,
asociadas a grandes rotaciones Y/o grandes deformaciones plasticas, requiere por la naturaleza
anis6tropa del material seguir detalladamente la posici6n que ocupan las fibras materiales re-
specto a las cuales se ha caracterizado eI material en los ensayos.
Ante tales condiciones parece naturalla utilizaci6n de una formulaci6n Lagrangeana total (FLT)
que refiere las medidas de tensi6n y deformaci6n a las fibras asociadas a la geometria original.
Esto no es estrictametne imprescindible ya que siempre es posible expresar mediante adecuadas
transformaciones tensoriales las caractensticas del material respecto a cualquier otro sistema
espacial (movil) de referencia. Por otro 1000 si se pretende considerar grandes de£ormaciones
plasticas (por ejemplo simulaci6n de procesos de embutici6n de laminas metalicas), es nece-
sarin utilizar las adecuadas medidas de deformaci6n y tensi6n asociadas a la forma en que se
caracterizan tales materiales.



~J objetivo de este trabajo es presentar elementos finitos para el analisis de s6lidos anis6tropos

con la suficiente generalidad, que permit a tratar diferentes tipos de anisotropfa en el campo de
grandes deformaciones plastic as.

A continuaci6n se present a un resumen de las expresiones de la mecanica de 108s61idos relevantes
ala formulaci6n a utilizar.
Definiendo, referidos a un sistemas ca.rtesiano global cualquiera:

X : la posici6n original de los puntos materiales del s6lidos

R(X) = [t1, tz, t3] : la terna ortogonal respecto a la cual se caracteriza el material en cada
punto del s6lido indeformado (sistema local)

Y : las coordenadas originales referidas al sistema local

Y R'1'X

X RY

V'x(X,t)
aXi
aXj

que puede referirse al sistema local (indicaremos con una barra superpuesta, las variables referi-
das al sistema local cuando sea necesario)

aXi aXj

aXj aYk

La medida de deformaci6n Lagrangeana mas sencilla, a los fines del planteD de la ecuaciones de
equilibrio usando Trabajos Virtuales, es el tensor de deformaciones de Green-Lagrange definido
por

~ (F'1'F - 1) = ~ (DZ_1)
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donde A es la matriz diagonal que agrupa a los autovalores Ai de U y Ii son los autovectores
(unitarios) asociados. Entonces es posible escribir (3) como



La medida de tensi6n asociada (a traves del principio de Trabajos Virtuales) es el segundo tensor
de tensiones de Piola Kirchhoff S que se relaciona con el tensor de tesiones (reales) de Cauchy
(J por

r S :6EdVOlvo
donde Vo es el volumen original indeformado del s6lido.
Este par conjugado tensi6n-deformaci6n presenta algunas dificultades para el tratamiento de
relaciones constitutivas en grandes deformaciones, por 10cual introduciremos la deformaci6n de
Hencky

Esta medida de deformaci6n es una extensi6n adecuada de la deformaci6n logarftmica (natural)
unidimensional y es Lagrangeana, es decir que mide deformaciones respecto a la terna original.
Denominarem08 con Tala medida de tensi6n asociada, que puede relacionarse con S a traves
de las expresiones siguientes:
Definiendo los tensores rot ados

La relaci6n entre el 2do tensor de Piola Kirchhoff y la tensi6n de Hencky es (ver por ejemplo la
referencia [1])

El objetivo de calcular S es que las condiciones de equilibrio se expresan a partir de la expresi6n
(7) debido a la complejidad computacional que represent a obtener la variaci6n de la deformaci6n
de Hencky (expresi6n (8».

A 108 fines de considerar comportamiento elasto-plastico se supondra que las deformaciones
elasticas son pequefias y que es admisible descomponer en forma aditiva al tensor de deformaci6n
de Hencky en una componente elastica y una componente plastica

Se supondra ademas que existe una relaci6n constante entre la medida de tensi6n de Hencky t
y la componente elastica del tensor de deformaciones ee.



Esta relaci6n esta expresada en las direcciones principales de ortotropfa que es donde se ha
caracterizado el material. En el caso de materiales composites existen diferentes farmas de
tratarlo. Una posibilidad es considerarlo como un Unico material equivalente, en tal caso se aplica
directamente la expresi6n anterior. El problema de esta aproximaci6n es el tratarniento plastico
que resulta muchas veces muy complejo de aproximar como un linico material equivalente. Una
segunda posibilidad, de mayor generalidad pero mas costosa computacionalmente, es utilizar la
teorfa de mezclas y analizar separadamente el comportarniento de cada componente (ver por
ejemplo la Ref. [2]). En tal caso resulta conveniente expresar al tensor de deformaciones e en
las direcciones principales de ortotropfa de cada componente

donde ~ = [tl, t~, t1] son las direcciones principales de ortotropfa de la componente i referidas
al sistema local R. La teorfa de mezc!as permite tratar separadarnente cada componente,
evaluando su estado tensional y luego calcular el est ado tensional equivalente en funci6n de la
fracci6n de volumen de cada componente dentro del compuesto.
Este trabajo se concentra en materiales mono-componentcs, elasticarnente is6tropos, y se ha
utilizado la funci6n de fluencia definida por Hill [3].

f = F (0"22 - 0"33)2 +G (0"33 - 0"11)2 +H (0"11 - 0"22)2 +
2L O"~ + 2M 0"51+ 2N O"r2 - 1

Que resulta de una generalizaci6n del criterio de von Mises para materiales cuya comportarniento
plastico es independiente de la presi6n media. Esta elecci6n esta principalmente orientada a la
simulaci6n de embutici6n de chapas metalicas. Los coeficientes F, G, H, L, M, y N, dependen
de las relaciones de resistencia en las distintas direcciones Y/o de las relaciones de deformaci6n
plastica entre las distintas direcciones.

Se ha utilizado la cinematiea descripta en la Secci6n 2 para implementar elementos s6lidos en
2 y 3 dimensiones. Se han considerado elementos cuadrilateros de 4 nudos en 2 dimensiones y
hexaedros de 8 nudos en 3 dimensiones.
Las geometrfas inicial y deformada del elemento estan descriptas por las aproximaciones isoparametri-
cas usuales (con N N el nl1rnero de nudos por elemento)

NN
X(~) = LNI (~) Xl

1=1
NN NN

x(~) LNIW xl = LNI(~) (Xl +uI)
1=1 1=1

donde XI, xl, y uI son respectivarnente las coordenadas originales, coordenadas actuales y
desplazamientos del nudo I. Las funciones de forma NI (~)son las habituales funciones de forma
Lagrangeanas en funci6n de las coordenadas locales ~ del elemento maestro correspondiente.
La evaluaci6n de las derivadas cartesian as se realiza en forma estandar, definiendo la matriz
jacobiana en cada punto de integraci6n



En cada elemento se define un sistema cartesiano local coincidente con las direcciones principales
de ortotropia del material constitutivo

R = Itl' t2, tal
de tal forma que las derivadas cartesianas referidas a este sistema (Y) result an

N!y=RT N,l.,c

10 que permite evaluar el gradiente de deformaci6n F en funci6n de las coordenadas actuales de
los nudos

(iT);j = FkiFkj
La descomposici6n espectral de U en 2 dimensiones no present a dificultad alguna, en el casu
tridimensional es necesario un cierto cuidadado para deformaciones muy pequefias 0 para auto-
valores casi-coincidentes para evitar problemas de precisi6n en la obtenci6n de los autovectores
correspondientes.

a
e = LT In (A) L = I)n(>'i) ~® I;

i=l

Para evitar problemas de bloqueo debido al fiujo plastico incompresible el tensor de deforma-
dones se descompone en sus componentes volumetrica y desviadora.

~e= -l+eD
3

La componente volunletrica resulta de la traza del tensor ~ =tr(e) que se promedia sobre todo
el elemento (.is.), con 10 cual Be obtiene un valor corregido del tensor de deformaciones en cada
punto de integraci6n

.is.
e= -l+eD

3
Aceptando la hip6tesis de aditividad de componentes elastica y plastica del tensor de deforma-
ciones este se escribe

e=eP+ee

Para el caso de materiales donde la ley de fiuencia es independiente de la componente volumetri-
ca, la componente plastica tiene traza nula y .is. es puramente elastica.
El tensor de tensiones asociado se obtiene de suponer una ley constitutiva hiperelastica, constante
entre tensiones y componentes elasticas del tensor de deformaciones

T=C"{{

Para el casu de un material is6tropo con deformaci6n plastica incompresible, 10 anterior puede
escribirse

T=2GeV+K.iS.
Si Beutiliza el criterio de yon Mises 0 el criterio de Hill es posible trabajar con las componentes
desviadoras de tensiones y deformaciones, 10 que facilita y haee mas econ6mica la integraci6n
de las ecuaciones constitutivas.



Se ha implement ado un elemento cuadrilatero de 4 nudos y un elemento exahedrico de 8 nudos
para problemas bi y tridimensionales respectivamente. Estos elementos han sido codificados en
un program a dinamico con integraci6n expl!cita de las ecuaciones de movimiento [4].

Compresi6n de un cuerpo ciUndrico
Este primer ejemplo ha sido utilizado por diferentes autores y programas comerciales como
"benchmark". Es una probeta cilindrica de lOmm de radio y 30mm de longitud comprimida
entre dos platos rugosos hasta una longitud final igual al 53% inicial. El material en este caso
es is6tropo (E = 200CPa, 1/ = 0.3), con endurecimiento lineal (lTy = (0.7 + 0.3eP) CPa).
Se ha modelado la mitad superior (15mm) de la geometrfa con 625 elementos bidimensionales
axilsimetricos.
En la Figura 1.a se muestra la configuraci6n original y deformada para un acortamiento de 7mm.
Se han superpuesto los contornos de deformaci6n plastica efectiva que para este nivel de compre-
si6n ha sobrepasado el valor de 1.4. En la Figura 1.b se muestra la fuerza sabre el plato versus
el avance del mismo. Los resultados comparados con los existentes en la literatura (basados
en formulaciones Lagrangeanas actualizadas con descomposici6n multiplicativa del gradiente de
deformaci6n) muestran una excelente correlaci6n hasta desplazamientos de 5mm.
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Figura 1: Compresi6n de un cilindro. (a)Contornos de deformaci6n plastica efectiva. (b)Fuerza
vs. desplazamiento

Embutici6n profunda de una lamina circular.
En este ejemplo se utiliza un material cuyo comportamiento elastico puede considerarse is6tropo
pero present a una marcada anisotropfa en el campo plastico. La caracterizaci6n del material
(acero dulce) de la lamina fabricada por rolado, esta dada por ensayos de tracci6n en tres
direcciones diferentes referidas ala direcci6n de rolado (DR).

Espesor Orientaci6n Tensi6n resistencia fu ft n r
respecto a DR fluencia a tracci6n uniforme total

mm 0 N/mm~ N/mm~ % %
0 176 322 24 40 0.214 1.73

0.98 45 185 333 22 39 0.203 1.23
90 180 319 23 44 0.206 2.02



El problema en estudio es geometricamente sencillo, corresponde a la embutici6n profunda de
una lamina circular con un punz6n esf6rico. El diametro de la lamina es de 200 mm, el diametro
del punz6n es de 100 mm, el diametro interno de la matriz es de 102.4 mm yel radio de curvatura
de la matriz es de 5 mm. La fuerza sabre el pisador es de 80 kN, y 1a profundidad de embutici6n
es de 85 mm.
En la simulaci6n numerica el material se supuso elasticamente is6tropo (E=193 GPa, v=0.3),
con endurecimiento is6tropo exponencial, en la direcci6n de rolado 0"0 (eP) = 441.54(0.0136 +
eP)0.214 M Pa. En funci6n de 108 valores indicados en la tabla, 108 coeficientes de la funci6n de
ftuencia de Hill utilizados fueron

F = 0.3137/0"3 G = 0.3663/0"3 H = 0.6337/0"5
N = 1.1764/0"5 L = 1.4452/0"5 M = 1.4452/0-3

140 0.6

c: uf120 '0
N 0.5c: Cl
:l 0a. ..J

100 (lJ 'ai
~ 0.4 C
G)

80 :lu..
0.3

60 --0- Krupp-A
0.2 -- Sl-A

40 I --0- Krupp-B I
- Sl-B

20 0.1
-6--- Krupp-G I
--- Sl-G

0 0.0
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80 100 120

Despl. punz6n S[mm]

0.2 --0- Krupp-A 0.2
--0- Krupp-A I

0.1 -- Sl-A -- Sl-A
-0- Krupp-B

.,
--0- Krupp-B0.1 w

0.0 -- SL-B Cl - Sl-B0
-6-- Krupp-G ..J

-6--- Krupp-G
0.0 'ai

-0.1 -4-. Sl-G C --- Sl-G
'"w

-0.2 Cl -0.1
0..J

-0.3 -G)
C -0.2

-0.4
-0.3

-0.5

-0.6 -0.4
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

S [mm] S[mm]

Figura 2: Rt'~'lultados del "benchmark" de Numisheet'99



Una caracterfstica del material, habitualmente no disponible experimentalmente, es la tensi6n de
ftuencia biaxial, asociada a la resistencia a compresi6n en la direcei6n normal a la lamina. J.jste
dato tiene poca importancia cuando se utilizan elementos de lamina pero es relevante cuando
se utilizan elementos de s6lido como en este caso. En particular porque tam poco se dispone
de la resistencia al corte en la direcci6n normal a la lamina. En esta simulaci6n se utiliz6,
a partir de las relaciones de deformaci6n plastica r (0 coeficientes de Lankford), un valor de
Ubiaxial = l.21uo·
Este ejemplo fue utilizado como "benchmark" en NUMISHEET'99[5], los resultados present ados
en dicha reuni6n present an un dispersi6n import ante, tanto 108 resultados experimentales como
los provenientes de simulaciones numericas, por 10 cual result a muy dificil extraer conclusiones
definitivas respecto al comportamiento del modelo numerico. En la Figura 2 se muestran los
principales resultados de las simulaci6n y se comparan con los resultados experiment ales provis-
tos por Krupp, que son los mas completos, pero que sin embargo muestran algunas oscilaciones
poco creibles desde el punto de vista fisico. Los resultados son la resistencia al avance del punz6n
y los perfiles de deformaciones logarftmicas a 10 largo de 3 meridianos (A: a 900de la direcci6n de
rolado(DR), B:a 45° de DR y C: en la DR. En la simulaci6n Ia fuerza sobre el punz6n (Fig. 2.a)
es menor que la experimental, para comparar se ha incluido ademas otra simulaci6n numerica
con una formulaci6n similar pero usando un elemento de lamina [6] que da valores un poco mas
altos. Las deformaciones tienen perfiles similares pero en el centro de la lamina son mayores
que las experimentales. Globalmente el comportamiento de la simulaci6n es mas flexible que
el experimental y muestra una menor facilidad para embutir. Los resultados experiment ales
de Krupp muestran una menor anisotrop!a en el plano, es decir que los perfiles para distintas
orientaciones son mas parecidos entre si que en la simulaci6n. Esto no ha sido as! en otros
resultados experiment ales presentados, ni en muchas de las simulaciones numericas.
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