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This work presents a finite element model of subsurface flowin multiaquifer sys-
tems. This is an Advection-Difussionmodel where the aquifers are connected to their
neighbours along a common border. The model neglects the vertical flow in aquifers
and horizontal flow in aquitards. An Object-Oriented Finite Element Method pro-
gram was written to run on a Linux platform. We compare the FEM solution with
well known THEIS [4]solution and Neumann & Whiterspoon solution [1].

En este trabajo se presenta un modelo de elementos finitos para el anaIisis de f1ujo
subterraneo en sistemas multi-acuiferos. Este es un modelo de Advecci6n-Difusi6n
donde cada acuifero es conectado con sus vecinos mediante una frontera comlin.
El modelo desprecia el flujo vertical en los acuiferos y el flujo horizontal en los
acuitardos. Se utiliza para la sirnulaci6n el programa de elementos finitos orientado
a objetos corriendo bajo el sistema operativo Linux. Se cornparan las soluciones
obtenidas mediante el modelo propuesto y las soluciones de THEIS [4];y Neumann
& Whiterspoon [lJ.

a : panl.metro de la transfonnada de Hankel;
hi :espesor del i-olsimo aculfero;
hj :espesor del i-esimo acuitardo;
Jo(x):funci6n de Bessel de primer tipo de orden cero;
K.:permeabilidad del i-esimo aculfero;
Kj :permeabilidad del j-esimo acuitardo;
Q.: tasa de extracci6n de agua del i-esimo aculfero;
r:distancia radial desde el orificio de extracci6n de agua;
r / Bll:r J Kj/ Kib.b~ para.metro adimenslonal:
S., :capacidad de almacenamiento especlfico del i-esimo aculfero:
S~j :capacidad de almacenamiento especlfico del i-esimo acultardo;

s. :altura hidraulica del i-esimo acuifero;
s'. :altura hidraulica del i-esimo acuitardo;
s~:altura hidraulica adimellBional;
T.:trasmlsibilidad del i-esimo aculfero;
t:tiempo de extracci6n de agua;
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tDj:Kit/SSir2, tiempo adimensional de extracci6n para el i-esimo acuiferoj
tDi :tiempo adimensional para el j-esimo acuitardoj
z:distancia vertical rnedida desde la parte superior del acuffero al cual se Ie extrae agua;
Qi:Ki/SSi;
a;.:KUSsj;
/3ij:r /4bi ;-K-; S-:-;l-K-j 811i) pani.metro adimensionaL

Cuando se trata el flujo subterraneo de agua no estacionario, la aproximacion tradicional de
Theis[1935] para acufferos confinados con extraccion de agua a regimen constante es aplicable.
Sin embargo, el acuffero al cual Be Ie esta extrayendo agua (acuffero bombeado, "pumpt.'<i aqui·.
fer") es parte de un sistema multiple de acufferos mas complejo (i.e. una serie de acufferos
separados entre si por una capa confinante de reIativa baja permeabHidad). Cuando el flujo de
agua a traves de estas capas eonflnantes es suficiente para ser detect ado por la observacion de
la altura hidnl.ulica en el acuifero bombeado, las capas confinantes son llamadas "acuitardos"
y se dice que e1 aeuifero es permeable ("leaky"). Cuando el flujo no puede ser detect ado en el
acuffero, las capas confinantes son llamadas "acuicludios" y se dice que el acuffero es debilmente
permeable. Como un primer paso hacia el anaIisis del problema de flujo subterraneo presenta-
remos una aproximancion anaHtica al flujo transiente en un sistema de dos acufferos confinados
[1]. Asumimos que en los acuitardos (0 acuicludios) el flujo es en la direccion vertical y en los
acufferos es horizontal. La validez de esta hipotesis ha sido ampliamente investigada desde los
trabajos de Javandel & Whiterspoon [1968,1969]. Cuando la permeabilidad de los aeufferos es
mas grande que la de 108 acuitardos en dos 0 mas ordenes de magnitud, los errores introdueidos
son del orden del 5%.

Consideremos un sistema de dos acufferos confinados por un acuitardo como se puede ver en la
Figura 1. Se extrae agua desde el acuifero mas prof undo por una perforacion de radio infinite-
simal con regimen de descarga constante Q\. Cada capa es homogenea, isotropica, horizontal
y de una extension radial infinita. Consideramos al sistema saturado para todo t y aplicamos
la ley de Darcy. Como mencionamos al principio se considera flujo vertical en los acuitardos
y horizontal en los acufferos. Una aparente implicancia de esta hipotesis es que el espesor del
acuffero al cual no se Ie extrae agua (acuffero no bombeado, "npumped aquifer") debe ser tal
que la altura hidraulica se mantenga constante a traves del tiempo (principio analogo al del en-
friamiento de una aleta de refrigeracion [Carslaw and Jaeger,1959]. Sobre el acuifero bombeado
no es necesaria una restriccion de este tipo, debido a que los gradientes radiales inducidos por
la ext race ion de agua son mucho mas grandes que los gradientes verticales en esa capa causado
por el flujo proveniente del acuitardo.
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La formulacion del problema es:
para el acuffero 1:
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Aplicando la transformada de Laplace y Hankel a las ecuaciones 1,2 y 3 obtenemos la soludon
completa en forma de tres ecuaciones ([1]). Los resultados pueden ser expresados en terminos
de 5 parametros adimensionales: (a) f311 y 1'/Bll con referenda al acuffero bombeado, (b) f321 Y
1'/B21 con referenda al acuffero no bombeado, y (c) tVl el tiempo adimensionaI.
En el acuifero 1;
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-G(y) - 1 JO[W1(Y)] - F(y)sin(y) - G(y) + 1 JO[W2(Y)] 11 (5)

tDi = tDi (r/Bu)4 /(4flll)2 (7)

G(y) = M(y)/F(y) (8)
1

wr(Y) = 2[N(y) + F(y)] (9)

1
w~(y) = 2[N(y) - F(y)] (10)

F2(y) = M2(y) + [2(r/Bl~)(r/B2dy]2 (11)
sm(y)

M(y) = [(r~;::)4 _ (r~;::)4y2] _ [(r/Bll) _ (r/B21)]YCOtg(y) (12)

[
(r/Bll)4 (r/B2t}4 2] [ ]

N(y) = 4fl~ + 4f121 y - (r/Bll) + (r/B21)ycotg(y) (13)

donde, JO[W1(Y)] debe ser cera cuando wr(y) < 0, Y 10 rnismo es valido para JO[W2(Y)] cuando
w~(y) < o.

SOLUCION PARA EL CASO EN QUE LOS ACUIFEROS TIENEN
PROPIEDADES IDENTICAS

En el caso especial donde las propiedades hidn\.ulicas de los acufferos son identicas, tenemos
que r/Bll = r/B21 y flu = fl21; y que G(y) = M(y) = 0, y las ecuaciones 4,5 y 6 pueden ser
simplificadas quedando:
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[
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N(y) = (4tJ~1l)2 Y - 2(r/B11) + ycotg(y) (18)

y como dijimos previamente las funciones de Bessel deben ser anu1adas cuando el cuadrado de
sus argumentos es negativo.

Si la permeabilidad del acuitardo es nula (K1 = 0), la ecuaci6n 4 se reduce a la solucion de
Theis. Si definimos una nueva variable

(1'/B11)2

X = (4/111) y

y sustituimos en (4), (7) y (13); y haciendo K1 ~ O. La ecuaci6n 4 queda
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y 1a correspondiente soluci6n para e1 acuitardo:
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Para construir un modelo de elementos finitos del problema de flujo subterraneo (ecuaciones
1 a 3), la region de la Figura 1 es dividida en las distintas capas a modelar. Se utiliza una
malla de elementos hexaedros de adveccion-difusion, refinada donde se observan los mayores
gradientes de flujo (r --+ 0). Las tres capas son uniformes, isotropicas, de extension infinita en
el sentido del radio y debido a que es flujo axisimetrico, el angulo de abertura de la region a
modelar es de 2° . En t = 0 se comienza a extraer agua en el acuffero inferior con una tasa
de extraccion constante Ql. Los parametros hidraulicos del sistema son elegidos de manera de
poder compararlos con los resultados de Theis (4) y Neuman & Whiterspoon [1]. Los acufferos
tienen identica transmisividad y capacidad de almacenamiento dado en un sistema de unidades
consistentes T = S = 10-4• Las propiedades hidraulicas del acuitardo, en el mismo sistema de
unidades son: K = 10-8 Y Sa = 1.6 . 10-4. El espesor del acuitardo es 10. El radio del sistema
de acufferos es r = 1 . 104. La tasa de extraccion de agua es Q = 41l-T = 41r1O,-4, y es modelada
mediante el usa de elementos superficiales de flujo. Los parametros adimensionales fJ y r / B son
manipulados de manera de conocer la evolucion del estado del sistema para distintos radios y
distintas propiedades hidraulicas de los acufferos y acuitardos.
La malla utilizada tiene 30000 elementos y 62062 nodos. Una malla similar con menos elementos
que la utilizada para el caIculo puede verse en la Figura 2.

El problema fue corrido en una PC con un procesador Intel PIlI 800 Mhz con sistema operativo
Linux. Se utilizo un programa orientado a objetos, PETSc-FEM (http://minerva .arcride.
edu.arrmstorti/soft.html). Para el avance en el tiempo se usa un esquema implicito ([3]).
EI sistema se resuelve con un metodo directo de descomposicion LU.
La Figura 3 compara Ios resultados obtenidos con el modelo de adveccion-difusion con la solucion
analitica de Theis para el caso de un acuffero confinado. Las Figuras 4 y 5 compara las soluciones
de elementos finitos can la de Theis y la salucion asintotica de Neumann & Whiterspoon para
distintos valores de fJ y r / B, para el casu de un sistema de dos acuiferos y un acuitardo.



La figura 6 muestra eI estado del sistema (altura hidraulica) en eI caso en que el radio es r = 100
y t = 1 . 105 segundos.



Para el problema de un solo acuffero confinado y bombeado vemos como la solucion calculada
COIl el metodo de elementos finitos se ajusta a la solucion clasica propuesta en el trabajo de
Theis de 1935.
Para el problema de un sistema de dos acufferos y un acuitardo las soluciones de Theis y de
Neumann & Whiterspoon han sido comparadas con el modelo de elementos finitos, clonde se
observa un buen ajuste de los resultados obtenidos para pequeiios valores de t (t ::;1.105) y de
los parametros adimensionales fJ y riB, donde los gradientes son todavia elevados.
De esta manera validamos el modelo de Adveccion-Difusion propuesto que utilizaremos para la
simulacion de problemas mas complejos, sistemas de mas de dos acufferos confinados y escalas
de espacio y tiempo mas grandes, mediante el uso de tecnicas de calculo distribuido en clusters
de PC's tipo "Beowulf'. En la actualidad estas tecnicas son indispensables cuando se quiere
describir la respuesta de sistemas hidrologigos complejos y en el largo plazo.
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