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En el presente trabajo Ia carga de sismo es modeIada con una excitaci6n del soporte
dada por una aceleraci6n variable en el tiempo. Se utiliza el Metodo del Elemento
Completo (MEC) para encontrar la respuesta dinamica de dos modelos estructurales:
un sistema de un grado de libertad y una viga continua. En ambos casas se incluye el
amortiguarniento del sistema. EI MEC es planteado a traves de una ecuaci6n de seudo
Trabajos Virtuales utilizando una secuencia particular. Dicho metodo ha sido
originalmente desarrollado por los autores para problemas de borde en una, dos y tres
dimensiones. En ambos modelos, debe realizarse una transformaci6n previa del dominio
tiempo para resolverlos como problemas de frontera. Las secuencias utilizadas tanto en
el dominio espacial como temporal son sistemiticamente planteadas y consisten en
series unifonnemente convergentes. Los resultados pueden ser obtenidos con precision
arbitraria. Los valores de desplazamiento, velocidad y aceleraci6n son comparados con
el metodo numerico de "aceleraci6n promedio constante". Tambien se realizan
verificaciones con el software ALGOR de elementos finitos. La utilizaci6n del MEC
asegura Ia convergencia de resultados y resulta particularmente conveniente, y de alii
su nombre, cuando existen discontinuidades, como en este caso la carga.

In the present work the seismic load is modeled by means of an excitation of the
support given by an acceleration variable in the time domain. The Whole Element
Method (WEM) is employed to find the dynamic response of two structural models: a
SOOF system and a distributed parameter beam. In both cases the damping is taken
into account. WEM consists in the statement of a pseudo Virtual Work using a
particular sequence. The method has been previously developed by the authors for one-
, two- and three-dimensional boundary-value problems. Here a previous transformation
of the time domain has to be carried out to handle a problem with only boundary
conditions. The sequences are systematically stated both in the space and temporal
domains and are uniform convergent series. The results may be obtained with arbitrary
precision. The values of displacement, velocity and acceleration are compared with
results obtained with the numerical technique "average constant acceleration". Also
verifications with results from the finite element software ALGOR are performed. The
use of WEM ensures the convergence of the results and is particularly convenient to
handling discontinuities, as is the case here with the load.
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EI MEC es un metodo variacional que consiste basicamente en extremar un funcional adecuado que
esta expresado en funci6n de secuencias extremantes apropiadas. EstA fundado en teoremas y
corolarios [1, 2] que no se incluyen en .este trabajo. Dentro de la amplia gama de problemas
diferenciales que pueden resolverse con el MEC, ban sido estudiados en particular diversos problemas
con condiciones iniciales y de borde [3, 4]. Las series utilizadas son de convergencia uniforrne, al
menos para las funciones esenciales (son aquellas que involucran derivadas de orden (k-l), si '1k es
el mayor orden de derivaci6n de la ecuaci6n diferencial). Los resultados pueden ser hallados con
precisi6n arbitraria. Esto es, se fija un nUmero de dfgitos deseados y la cantidad de renninos en las
secuencias se incrementa basta que esa precisiOn es alcanzada.

Un problema con condiciones iniciales como el que aquf se presenta, debe ser previamente
transforrnado en uno con condiciones de borde, con el fin de aplicar el metodo variacional propuesto
para su soluci6n. En este caso, se estudilU'a el comportarniento de sistemas din3micos con
amortiguarniento y excitaci6n del soporte. El desarrollo consta de dos partes: en primer terrnino se
analiza un sistema con un grado de libertad. Posteriorrnente se estudia el problema de un sistema
continuo consistente en una viga simplemente apoyada.

En esta subsecci6n se estudia la dinamica del sistema con un grado de libertad esquernatizado en la
Figura 1. Se introdujo la siguiente nomenclatura: m es la masa, k la constante elastica, c el
amortiguamiento, y(t) el desplazamiento transversal absoluto de la rnasa, u(t) el desplazamiento
transversal relativo de la masa con respecto al soporte, usrt) desplazamiento transversal del soporte,
iis(t) la aceleraci6n del soporte.
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aceleraci6n del soporte causada por un terremoto. La excitaei6n consiste en una aceleraci6n triangular
(bilineal) nnstIada en la Figura 2.

La ecuaci6n de movimiento y las condiciones iniciales que gobieman el problema de vibraci6n forzada
del sistema amortiguado con un grado de libertad son:

..( c. ku t) +-u(t) +-u(t) = -aCt)
m m

Tansformaci6n del problema de condiciones iniciales (CI) en uno de condiciones de borde
(CB)

Para aplicar una soluci6n variacional, es necesario transformar el problema de CI en uno con CB.
Dicha transformaci6n se consigue a traves del procedimiento que se describe a continuaci6n. Se
asume un intervalo de interes T arbitrario, y se definen: x tlr; (-) = (- ) 'IF, etc. Ademas: u(t) =
u(Tx) v(x). R.eemplazando en la ecuaci6n (2) resulta:

donde 11= cT 1m; p2 = kT2 1m con las condiciones v(O) = Uo; v'(O) = TlflJ. Ademas se introduce

la funci6n \}I=\}I(x)=[U\-Uo]x+Uo, con UI desconocido por ahora. Tambien sc define
f = f(x) :: v(x) - \}I(x) . Luego la ecuaci6n diferencial (3) se transfonna en



donde q=q(x)=-T2a(Tx)-r/...uj-Uo)_p2[(Uj-Uo)x+UoJ y con las condiciones
esenciales (CBE)

Con esta transfonnacion, el problema con condiciones iniciales se reduce a uno con condiciones de
borde sobre el cual puede aplicarse el MEC.

M
1M = It Ajbj/f3j + Aox + B

donde Sj = sen({3jx); A = iJr. Las secuencias 1M Y 1M convergen hacia f Y I'
respectivarnente. Una vez aplicadas las CBE (5), se plantea el extremo del funcional con la condicion
8 F[j M ] = 0 resultando en el seudo trabajo virtual en las secuencias extremantes

Para eliminar Uj debe hacerse uso de la condicion inicial vA., (0) = T%, quedando as! expresado en

funcion de las incognitas Aj del problema ..FinaImente luego del3.lgebra se haIla

Aj = ~ )118j +Qj 8 - Rj]
}

Rj =J....(CIYjj +C2Yj2 +OJj3 -C4Yj4 -C5YjS);
{3j

Cl=-r3(;;} C2=-Cl; c3=-2T2ap; C4=rfT({b; C5=r(l'({b +p2UO



a b b 1 1

)'jl =I xs jdx; )'j2 =Ix Sjdx; )'j3 =I Sjdx; )'j4 =Ix sJdx; )'j5 =I Sjdx
o a a 0 0

El proceso de c8.lculo es iterativo. Se introduce un conjtmto inicia1 de Aj. ConeUos se calculan las
swnas S y Sj que a su vez se <~ enla ex:presi6n (9) para obtener un nuevo conjunto de Aj< EI
procedimiento se repite basta lograr Iaconvergencia de loscoeficientes. Para volver a !as funciones
inicialesdel problema'~plantea vM(t /1)= fM(t /1) +1iA..tlT). Es importante des1acar que el MEC,
a diferencia de la soluciUt cl8sica, provee unatinica solucwn exaeta.en todoel intervalo de interes.

Se resolvi6 numencamente el ejempl0 No.5 de la secci6n2.6 de la referencia [5]. En es1a referencia
se utiliza el metodo de ace/eracio1l promedio constante (Cons1ant Average Acceleration, CAA), que
asurne tma aceleraci6n constante en cada intervalo. La magnitud deJa aceteraci6n que utiliza para el
c8.lculoes igual al promedio de las aceleraciones al principio y final de dicho intervalo. Datos: I1FI k-
S%I; f=Q.05, periodo y frecuencia fundamental: T.=I seg, iI.=2l5.Se calcularon los parfunetros: (: =
cTlm= 2iU.T; ;;2 = kTlm= u/ T.

En la Tabla I se muestran los valores numencos obtenidos para el desplazamiento transversal y sus
derivadas, uti1i:zandoMEC y comparando con los valores hallados coni;CAA de referencia [5]. En
particular tambien se resolvi6 un modelo de un grado de libertad utilizando el c6digo de elementos
finitos ALGOR [6] utilizando un elemento viga.

Tabla I: Valores de u, u· y u" obteni<los con el MEC (M=1500). Comparaci6n con CAA [5J y ME!" (hallados con
ALGQR).

t ak u u' u"
CAA MEC MEF .·CAA MEC CAA MEC

0.00 0.0 0.0 0.0 0.00 0.0 0.0 0.0 0.0
0.02 38.64 -0.00382 -0.02566 -0.00433 -0.38221 -0.38428 -38.2211 -38.2947
0.04 77.28 -0.02283 -0.02041 -0.02505 -1.51812 -1.52469 -75.3693 -75.5214
0.06 115.92 -0.07181 -0.06842 -0.07637 -3.38058 -3.39393 -110.8774 -111.0784
0.08 154,56 -0.1(i493 -0.16078 -0,17254 -5.93146 -5.95358 -144.2105 -144.4834
0.10 19320 -0.31547 .-0.31084. -0.32743 -9.12231 -9.15493 -174.8748 -175.0986
0.12 154.56 -0.52800 .-0.52573 -0;54506 -12.13088 -12.17121 -125.9818 -126.1772
0.14 115.92 -0.79791 ..0.79105 -0.$1301 -14.14798 -14.19212 -75.7279 -75.7478
0.16 77.28 -1.08382 .•.1.0&665 -1.11310 -15.15441 -15.19843 -24.9152 -24.8655
0.18 38.64 -1.38683 -1.39220 -1.4250 -15.14701 -15.18702 25.6548 25.9117
0.20 0.0 -1.67968 -1.68743 -1.72790 -14.13852 -14.17079 75.1948 75.4157

Los resul1ados del MEC publicados fueronhaUados con 1500 t6rminos. Previamente se hicieron
estudiosde convergencia. El a,l,etodopermite obtener los valores con precision arbitraria. Esto es, se
fijauna precisiOn deseada a traves de un nmnero de digitos y se incremen1a el nlimero de tenninos de
las sumashasta lograrlo. Estoesposibledado que lasseries son convergentes.

En es1a secci6n S6 estudia ladimimica de tma viga simplemente apoyada. La exci1acion aplicada al
sistema consiste en la acelewOOn triangular (bilirieal) del soporte como rue descripta en la primera
parte.de .este·trablijo.·La ecuaciOil de movimiento y las condiciones iniciales que gobiernan el problema



donde Xes la variable espacial, t es el tiempo, E es el mOdulo de elasticidad, J es el momenta de inercia
de la secci6n transversal de la viga, m es la masa distribuida, C. es e1 coeficiente de amortiguamiento
intemo y el desplazamiento transversal es v=v(X;lj. La aceleraciOn en todo punto de la viga es art).
Ademits debe cumplir condiciones de borde correspondienres a una viga simp1emente apoyada y
condiciones iniciales del tipo v(X;O)=Uo(X) y (iN/at) It-o=qJo(X) .

Para transformar el problema de condiciones iniciales y condiciones de borde a uno de condiciones de
borde, se asume como antes, un intervalo de interes arbitrario y se adimensionalizan 1as variables para
obtener un dominio unitario (0,1).0 sea, inlroducirnos x XIL, y tiI' con 10 cual u(x,y)=v(Lx,Ty). La
ecuaci6n (l0) puede ahora escribirse

c
1]==_s.

ET'

y las condiciones adicionales de "borde" son: u(x,O)=Uo(x); U(x,O)= Tq>o(x).Ademas llamaremos
u(x,I)=U/(x); las condiciones de borde originales son u(O,y)=O; u(l,y)=O. EI procedimiento es similar
al anterior tratando ahora con un dominio bidimensional. Se introduce la funci6n (;J = ~x,y) = [U/(x)-
Uo(x)]y + Uo(x) Y se define f = j{x,y) u(x,y) - ~x,y). Finalmente la ecuaci6n dferencial puede
escribirse como

donde p == a a(yD -l{f"" -1Jl{f"" y con las siguientes condiciones de borde f(x,O)=j(x,l)=

f(O,y)=f(l,y)=O. Con esta transformaci6n estamos en condiciones de aplicar MEC.

donde si == sen(fJix); s j == sen(YjY); Pi == ire; Yj == jre. Las condiciones de borde esenciales

son satisfechas identicamente. Aplicando ahora la condici6n de nulidad del funcional se obtiene



Aij = ; ..~Sl +Rij]
IJ

[ [ ~ N p~
Qj=L(-I)i+7JL(-I)j-lD; SI=~AijQj; Vj=--i-; Dij=pj4_a2y;

J

'(-IY -Ij 1'_lY -11 I 1 { Sin(traj')}Ki -~~~-R~' Kj =.1\ R .; II ="4; 12="4; 13=0 ;1. =Ki acos(tra j)-----
MY} MYJ Y;

Is = -I. + Ki{bCOs(trb j) - Sin~b j) };I6 = Ki{ cos(trb j) -cos(traj)};

I7=_(-lY; I8=~[1-(-I)j}; Rij=(ClI4+C2IS+C3I6)
Y; Yj

M N M N
u(x,y)= fMN +1f'= L L Aijsjs j - L L yjAijsjY. (16)

j=lj=1 j=lj=1
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