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RESUMEN
En este trabajo se desarrolla un modelo tridimensional de un s6lido hexaédrico,
homogéneo e isétropo, para analisis modal mediante Rayleigh-Ritz. Este modelo esta
basado en la elasticidad lineal, y el campo de desplazamientos expresado por los
polinomios de Legendre. Las condiciones de contorno son impuestas a posteriori
mediante la eleccién de un conjunto de coordenadas fisicas apropiadas para cada caso.

Se presentan ejemplos comparados con fos de trabajos reciente para el anélisis modal
de placas tridimensionales.

ABSTRACT

A three-dimensional Rayleigh-Ritz model for modal analysis of a homogeneous and
isotropic solid hexahedral was developed. This model is based on the linear elasticity,
and the displacement ficld expressed by Legendre’s polynomials. The boundary
conditions are imposed “a posteriori” through the choice of the physical co-ordinates
needed for each case. Several cases are compared with recent works on modal
analysis of three dimensional plates.

DESARROLLO TEORICO

Funcional de la energia en 3-D

Las expresiones de las energias de deformacién eldstica y cinética a partir de las ecuaciones de la
teoria lineal de la elasticidad para un s6lido pueden escribirse como

=%££'Dedv y T=§L(ﬂ2+92+wz)dv (1)

en donde U es la energia clastica de deformaci6n, T la energia cinética y p es la densidad. El tensor
de deformaciones & se relaciona con los desplazamientos ( %, v, w) a través de
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También tenemos la matriz de elasticidad D que para un material isétropo toma la siguiente forma

o W
é(l_u) /1 Simétrica
Ji-o) Ji-o) '

i R T o
0 0 0 (-2
2(1+u)

0 0 0 0 0

(1-20)
201+ u)_

en la cual E es el médulo de elasticidad y ves el coeficiente de Poisson. El campo de
desplazamientos {u, v, w} ,funciones dex, y, zy 1, podemos expresarlo a través de

u(x, A 1)= U(x, Vs z)ei o
v(x, ¥, 2, t) = V(x, ¥, z)ei“" “4)

w(x, ¥, z,t)= W(x, ¥, z)ei“"

en donde 1 es el tiempo y @ es la frecuencia de vibracién.

Las funciones que representan la amplitud de los desplazamientos en (4) pueden ser escritas mediante
una combinacién lineal de funciones de alguna base

N
Ule 3.2)= ) a; #i{x.3.2)
i=1

M
Vxy2)=) a;¢;(xz) ®)
j=t

L
W(xy,2)= )" ax $a (5. .7)

k=1

siendo a; , a; , @ coeficientes indeterminados. El funcional de la energia es la suma de la maxima
energia potencial de deformacién y la méxima energia cinética, esto es

HO=U, +Tyx (6)
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Reemplazando en (6) las expresiones de las energfas cinética y potencial de deformacion expandidas
segtin (1)«(5), y minimizando e! funcional resultante con respecto a los coeficientes de acuerdo con el
principio de Ritz

——— I e 3z 0
da, oa, Oay )
obtenemos el siguiente problema de autovalores y autovectores
k- Am¥a}= {0} )

donde {a}={a; q; )" son los autovectores y A=a# son los correspondientes autovalores del problema.
K y M representan la matriz de rigidez y masa respectivamente que tienen la siguiente forma

K] sim [m,,] sim tis | ©
Kl Kl -2l 0 [my] J{ ;1b={0}
Kyl [Ki] Kss 0 0 [mMy1ila}

Las expresiones para los bloques anteriores de las matrices de masa y rigidez pueden escribirse como

[Kii]= (A+26) [ gy e v+ G [(b, 01, + 41 o (10)
[Koal=(a+2G) [ 8,87, dv+ G ({88 + 81.8,:2)b (10b)
[Kys]={a+ 2G)I¢;,,,¢y,, av+G th#ﬂx +0ryPry Jav (10c)

Kail= [(Ad.9), +G1 8,0 a0 (10d)

[Ksil= [(Adctes + Gt (10¢)

[Kal= [(8d; 80+ ity )av : (109

ul=p [0ty av (10g)

Mx]=p £¢j¢,rw (10h)

Ms]=p [¢k¢k’ dv (10i)

.con |

E(1-v) E n

A=(1+UX1—20) y G=>27(_1+—u)>
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Funciones de forma y transformacién del dominio de integracion

A vpartir de la transformacién del dominio hexaédrico, segiin [1], en un recinto cubico como lo
muestra la figura 1, la cual puede escribirse como

E)
A
g z 0
e > n
y
€ \_x/
x(&)

Figura 1: transformacion del dominio

3
xg)=Y Na(&)x, (12)

a=1

donde x, son las coordenadas de los vértices del hexaedro y N, responde a la siguiente expresion
1
Nelém¢) =2 (S )i+nma )i+ ¢6,) cona=18 (13

en la cual &,,7,,{, son las coordenadas de cada vértice del cubo, definido en el intervalo [-1, 1] para
cada una de las variables, es posible escribir que

#i(x.y.2)= ;e 0,0 y(E 1. 0) e 1. O = 04 (6.1, O) = Pou(E)PR ()P, () 14)

donde la funcion o, se encuentra expresada como el producto de polinomios de Legendre, los cuales
son ortogonales en el intervalo [-1,1], para cada una de las variables. P,, Pg, P, representan a los
polinomios de Legendre de orden o, # y 7. De esta misma manera se expresan las funciones de forma
restantes ¢y #,.. Con esto pueden reescribirse las (10) de manera que las derivadas de la funciones ¢
pueden expresarse a través de la regla de la cadena como

- O',gcﬂfu +o",,c0f,2 +O',4'80f13

b 5
G £0f 3 +0 pc0f 33 + O peaf3
¢,y = 4 7 > g 15)
_ 0,£60f31 + G 4c0f3; + 0 pcofyy
iz J

donde J es el jacobiano de la transformacion expresada en (12) y tiene la siguiente expresion
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xr{ x:r’ x,{ I
J= y:g y,ﬂ y;{ (16)
Z,§ zvr, Z,c

y cof ; son los cofactores de la matriz J.
Coordenadas mixtas y condiciones de contorno

Las condiciones de borde analizadas pueden ser mas que variadas al tratar el problema en forma
completa a través del anélisis tridimensional. La imposicién de éstas 6 el ensamble de varios
elementos se realizd mediante la introduccién de las coordenadas mixtas, analizadas por Scheble et
al.[2]. En éstas se eligen como coordenadas fisicas aquellas necesarias para establecer un vinculo
rigido o un empalme y el resto son optimizadas para mejorar el miimero de condicién de la matriz de
pasaje de coordenadas. El cambio de coordenadas propuesto puede escribirse como

{oa}=Wlpa} con n=ijk an

donde {a,} representa al vector de coordenadas generalizadas, {p,} al de coordenadas mixtas y [¥] es
la matriz que vincula ambos sistemas de coordenadas. Esta matriz [¥'] se obtiene a través de la
descomposicién en valores singulares de otra matriz que llamaremos [A] de NxM, donde N es la
cantidad de coordenadas fisicas elegidas y M los grados de libertad totales. La matriz [A] resulta de
evaluar las M funciones de forma o una combinacién de estas en las N coordenadas fisicas elegidas.
Si definimos la siguiente particion [W]=[W|¥.], definimos a [¥;] de orden MxN como la
pseudoinversa de [A] y a [¥;] de Mx(M-N) como ¢l niicleo de [A]. Este tipo de coordenadas
mantiene las ventajas del Método en Coordenadas Fisicas en cuanto al ensamblaje y la imposicién de
condiciones de contorno como en el Método de Elementos Finitos.

Las condiciones de borde clasicas que pueden ser analizadas son el simple soporte y el empotramiento
las cuales pueden ser expresadas para £&=1 como

(1) C empotrado U=0, V=0, W=0

18
(2) SS simple soporte W=0, V=0, o, =0 a8

Esta forma de imponer las condiciones de borde hace posible tratar una amplia gama de posibilidades.
RESULTADOS NUMERICOS

Sobre la base de las ecuaciones anteriores se analizaron las frecuencias naturales de placas de espesor
considerable. Se utilizaron rutinas en FORTRAN y para calcular la descomposicién en valores
singulares y la resolucion del problema de autovalores rutinas de la IMSL. El nimero de ecuaciones a
resolver esta determinado por la suma de la cantidad de funciones de forma utilizadas para representar
cada uno de los desplazamientos (w, v, w). La cantidad de funciones de forma para cada
desplazamiento es el producto de los méximos ordenes de los polinomios de Legendre para cada una
de las variables. En todos los casos se tomo E=1, p=1, +=0.3.

En primer lugar se calcularon los parametros de frecuencia para una placa cuadrada (caso a) libre de
condiciones de contorno y se compararon, como se observa en la tabla 1, mostrando el ensamblado de
dos placas rectangulares (caso b) para obtener una cuadrada, y de dos placas con un lado oblicuo
(caso ¢) para obtener siempre la misma placa cuadrada. Se calcularon los seis primeros parimetros de
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frecuencia A =ob?/ 1? (oh/D) * donde b es el lado de la placa y D la rigidez a la flexién. Se observa
una buena correspondencia en los resultados de los tres casos, mostrando la posibilidad de ensamblar
elementos de este tipo en 3-D.

Tabla I: parimetros A para (a) una placa cuadrada libre, (b) idem conformada mediante dos placas
rectangulares, (c) idem mediante dos placas con un lado oblicuo. h/b=0.5

=
Modo 4
() ()
1 8.89608 8.89604
2 12.6800 12.6799 12.6799
3 15.1591 15.1591 15.1591
4 16.2847 16.2847 16.2847
5 17.2550 17.2550 17.2550
6 17.2550 17.2550 17.2550

Para analizar el comportamiento a la imposicién de condiciones de contorno se calcularon las
frecuencias naturales de una placa cuadrada. Las condiciones de borde elegidas fueron el
empotramiento en todo el contorno (CCCC) y el simple soporte (SSSS), y en dos relaciones de
espesor/lado (A/b). En la Tabla Il se observa la convergencia del pardmetro A para la frecuencia
fundamental comparada con la convergencia del método de Differential Quadrature (DQ) presentado
por Liew et al.[3]. En la figura 2 se presenta un grafico de la convergencia del pardmetro A para la
primera frecuencia natural en dos relaciones de #%. En ambos casos puede observarse una
convergencia monétona con el incremento de orden de buenas caracteristicas y buenos resultados a
partir de polinomios de orden 8. En la Tabla II se muestran los resultados de los seis primeros
parametros de frecuencia para una placa cuadrada cuyos lados se encuentran simplemente soportados.
Los resultados muestran una correspondencia con los presentados en [4] por Liew et al. en un anélisis
tridimensional de placas rectangulares.

Para observar ¢l comportamiento del modelo a las distorsiones se planteé la solucion de las
frecuencias naturales de una placa tnangular isésceles con una relacion b#=0.1 y con f =30"
(Figura 3), donde b=1 es la base del mismo y se encuentra empotrada y los otros dos libres. Los
resultados se encuentran comparados con los obtenidos por [5] a través de la teoria de placas de
Mindlin, las que incluyen la influencia del corte y la inercia rotatoria (Tabla IV). El orden de los
polinomios utilizados en este caso fue 9 en todas las variables de los tres desplazamientos,
observandose buena correspondencia de los resultados.

Tabla II. Convergencia del parimetro A para la frecuencia fundamental de una placa

cuadrada CCCC comparada con DQ
. Cond. De Contorno CCCC
Orden hb=0.2 h/b=0.5
Ref. [3] Trabajo actual Ref. {3} Trabajo actual

7xXIx7 2.7605 2.7415 1.56590 1.5516
8x8x8 2.7361 - 2.7361 1.5484 1.5506
9x9x8 .2.7302 2.7322 1.5508 1.5501
10x10x10 2.7288 ) 2.7301 1.5490 1.5497
1 11x11x11 2.7270 | 27284 1.5494 __1.5494
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Figura 2. Convergencia de A para el primer modo con (a) h/b =0.5 y (b) b/h=0.2

Tabla IV, Parametros A para una placa
triangular de base empotrada con h/b=0.1y

I" B=30
Modo | Ref.[5] | Lwebao
presente

0.1982 0.1980
0.8442 0.8475
1.2604 1.2658
- 1.3089
2.0041 2.0137
3.0082 3.0235

[ e I S

Figura 3. Placa triangular isbsceles

Tabla . Pardmetros de frecuencias para una placa cuadrada con condiciones SSSS

Cond. de Contorno SSSS
Modo bb=02 : ' Wb=0.5
Ref. [4] Trabajo actual Ref. [4] Trabajo actual
1 1.7758 1.7758 1.2590 1.2680
2 3.2617 3.2617 1.3047 1.3047
3 3.2617 3.2617 1.3047 1.3047
4 3.8991 3.8991 1.8451 -1.8451
5 3.8991 3.8991 : 2.3312 2.3312
6 46127 4.8127 2.3312 2.3312
CONCLUSIONES

El modelo de sélido en tres dimensiones presentado en este trabajo ha demostrado un buen
comportamiento para calcular frecuencias naturales de placas de diversas formas y condiciones de
contorno. La introduccion de las coordenadas mixtas ha optimizado la imposicién de condiciones de
contomo y el ensamble de elementos. Ha mostrado buenas caracteristicas de comvergencia,
obteniendo buenos resultados con ordenes de magnitud bajos, lo cual hace posible la utilizacién de
ordenadores convencionales para la resolucion de los mismos.

Si bien anicamente se presento la resolucién de placas, el modelo también puede ser utilizado para la
solucion de vigas tridimensionales (p.ej: vigas muy cortas en las cuales es necesario utilizar la teoria
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completa para su descripcion correcta) o de espesor variable linealmente, o condiciones de contorno
especiales (p.ej: apoyos intermedios).
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