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RESUMEN

En este trabajo se presenta una metodologia para determinar frecuencias naturales con
precision arbitraria, de placas rectangulares delgadas con apoyos intermedios lineales
y condiciones de borde variadas. Esto es, con bordes total o parcialmente apoyados,
empotrados, libres y cualquier combinacién de los anteriores. La forma, cantidad y
ubicacion de los apoyos intermedios, en ¢l interior de la placa, son arbitrarias, lo que
permite analizar una gama muy diversa de casos que incluyen simples y miltiples
apoyos intermedios, rectos y curvos, completos (los extremos coinciden con los bordes
de la placa) y parciales (al menos uno de sus extremos no coincide con los bordes de la
placa). En el caso de apoyos lineales curvos, éstos pueden ser arcos de curvas abiertas
o curvas cerradas. Se obtiene la solucion generalizada utilizando como herramienta el
Meétodo del Elemento Completo. Tanto para los apoyos intermedios lineales, como pa-
ra los bordes empotrados es adoptado un modelo discreto de puntos equidistantes. En
todos los casos debe destacarse el planteo sistemdtico de la solucién, y el fundamento
tedrico de la metodologia que asegura la precision arbitraria (exactitud) de los resulta-
dos.

ABSTRACT

A methodology to find natural frequencies with arbitrary precision of thin rectangular
plates on lineal supports and varied boundary conditions is presented. This means that
the edges are total or partially supported, clamped, free and any combination of these.
The layout, number and place of lineal intermediate supports are arbitrary, which al-
lowsfor the analysis of a wide range of cases that include intermediate supports of dif-
ferent kinds: simple and multiple, straight and curved, complete (the ends coincide
with the plate edges) and partial (at least one of the ends does not coincide with the
plate edges). In the case of curved lineal supports, the curve can be open or closed.
The general solution is obtained using the Whole Element Method. A discrete model
of equidistant points both for intermediate supports and clamped edges is adopted. In
all cases, both a systematic approach to the solution and the theoretical basis should be
emphasized as they ensure an arbitrary precision (accuracy) of the results.

INTRODUCCION

El estudio de las vibraciones naturales de placas, ha sido ampliamente estudiado por numerosos auto-
res, mucho de los cuales han sido estudiados por Leissa [1-3] siendo escasa la literatura referente al
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estudio de placas con soportes intermedios lineales. La mayorfa de ellos abordan ¢l caso de uno o mis
soportes intermedios paralelos a los lados de la placa [4-6], soportes a lo largo de sus diagonales[7-8)
y unos muy pocos casos de soportes oblicuos [9-11]que pasan por el centro de la placa. En todos
estos trabajos los soportes intermedios son completos, es decir, se extienden de lado a lado. Dentro del
conocimiento de los autores, no existen antecedentes en la literatura abierta respecto a estudios de pla-
cas rectangulares con apoyos intermedios parciales, con metodologias analiticas.

El problema de vibraciones es analizado dentro de la teorla de placas delgadas de Germain-
Lagrange, utilizando el Método del Elemento Completo (MEC). Este es un método variacional directo
previamente desarrollado y fundamentado para problemas de borde, de condiciones iniciales y/o go-
bernados por ecuaciones diferenciales a derivadas parciales, en dominios, uni, bi y tridimensionales,
conservativos o no, lineales o no [12-19]. Se parte de un funcional ad-hoc (en el caso del problema
del titulo, el funcional energético) y de proponer una secuencia extremante de funciones pertenecientes
a un conjunto completo en L,. Las condiciones de borde esenciales requeridas por el problema deben
ser satisfechas por la secuencia elegida. Si no las verificara idénticamente, se recurre al uso de multi-
plicadores de Lagrange. Las secuencias utilizadas son serics trigonométricas ampliadas y la generacién
de las mismas es sistemitica. Se asegura la completitud y no requiere del estudio previo de las formas
modales.

Los apoyos intermedios lineales y empotramientos sobre bordes son abordados mediante un modelo
discreto, como un conjunto de puntos equidistantes, a cada uno de los cuales se le exige el cumpli-
miento de las condiciones de desplazamiento transversal o giro en direccién normal a la linea de empo-
tramiento respectivamente. Otra alternativa de modelar los apoyos intermedios, es mediante un modelo
de apoyo continuo [20-22], que por razones de brevedad no es desarrollado en este trabajo aunque
posee cierta similitud en su planteo tedrico.

Debe destacarse el planteo que se hace de caricter general, sistematico, y el fundamento téorico de la
metodologia que asegura la precision arbitraria (exactitud) de los resultados. Por ser ¢l algoritmo inde-
pendiente de las condiciones de borde y apoyos de la placa, ésta es una ventaja de importancia, por
cuanto mediante un sélo planteo y un sélo algoritmo computacional pueden determinarse las frecuen-
cias de innumerables casos. Analizar estos casos por medio de otras metodologias puede ser dificulto-
so0 sino imposible. Los resultados hallados con MEC son comparados con valores obtenidos de 1a solu-
¢idn clasica, cuando esté disponible, con los obtenidos por otros autores mediante métodos aproxima-
dos v el Método de Elementos Finitos mediante el uso del software comercial ALGOR® [23], entre
otros.

PLANTEO DEL PROBLEMA

Se asume, en todos los casos, que la placa bajo estudio es una placa rectangular delgada, de espesor
uniforme 4,, de material homogéneo ¢ isétropo, médulo de elasticidad £, y se encuentra en el plano
XY, limitada por los ejes X = 0, X =q, Y =0 e Y = b. El funcional energético correspondiente a las vi-
braciones libres de una placa rectangular delgada, utilizando la Teoria de Germain-Lagrange es, una
vez asumidos modos normales:

Fwl=fw + 27 +240-0) [ﬁw[{’ ~(w", ﬁ)] -0 wff 3]

donde w es el desplazamiento transversal, Qsma’,/php/D , A=alb, D=EK, /121-0%),y vel
coeficiente de Poisson, siendo ademés ()’ =dw/éx; 6 =J3wfdy, etc. Con el fin de trabajar en el do-
minio {D 0<x<l, OSysl}, se introdujo el cambio de variables x=X/a , y=Y/b.

Et MEC requicte del plantco de una secucncia extremante ¢n ¢l problema de placas delgadas que es un
dominio bidimensional. Por ser el funcional bajo estudio, cuadratico y definido positivo, la misma
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sera minimizante. En el problema de placas abordados por métodos directos, deben imponerse, al me-
nos, condiciones de borde que involucren funciones esenciales, en donde éstas son las que involucran
la solucién o sus derivadas hasta el orden k-1, siendo 2k el orden de la ecuacion diferencial gobernan-
te del problema. Por ello, debe verificarse que tanto la funcién desplazamiento como sus derivadas
primeras sean de convergencia uniforme. Una de las posibles secuencias a utilizar es:

M N M N M N
wm(x,y):ZZA‘.jsisj +y('Z;Aos,. +b0)+x()zlejs] +aoJ+zl:a,s‘. +Zlb,.s/ + Ayxy +k, (2)
= = i =

i=l j=1
donde s, =sen(ax) ; s, =sen(a,y) ; @, =i ; ;= jx
Apoyos Intermedios Parciales

En la Figura 1, se muestra una placa rectangular, con un apoyo intermedio parcial de forma arbitraria.
Sea s(f)=(x(r), ¥(t)) con ¢, St<¢, la ecuacién del apoyo intermedio. Se consideran P puntos equi-
distantes cuyas coordenadas adimensionalizadas son

B =(x,(),5,0) =(x,(t., +%A), 7, + P—EA))

con p=0,1,2,..(P-1)y A=t ~1,.

VY
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Figura 1: Placa rectangular con un apoyo lineal intermedio. Modelo discreto.

Como el apoyo ahora ha sido sustituido por una sucesion de puntos, se debe exigir que en cada uno de
ellos el desplazamiento transversal sea nulo, es decir:

wix,,y,) =0 Vp=0,12,.,P-1

Esto se logra mediante el uso de multiplicadores de Lagrange, tantos como puntos intermedios se to-
men para modelar el apoyo. De esta manera, por cada apoyo intermedio parcial, deberin agregarse al
funcional gobernante los términos que ponen en evidencia la presencia del apoyo. Esto es,

P-1
b

FoWaae (%,07,) =0 ©)]

o

=0

Empotramientos Parciales
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Los empotramientos parciales sobre los bordes son abordados en forma andloga a los apoyos parciales
intermedios. Se considera e] empotramiento parcial discretizado en Q puntos equidistantes, a los cua-
les se le exige que la derivada primera en direccién normal al borde de la placa sea nula. Esto es,

W(Ep)=0  Vg=012,,0-1 4)
siendo
w,(x,,3,)=Vw(x,,y ) &t

y B={n_,n,) es el versor normal al borde empotrado. Luego por cada empotramiento parcial sera

necesario agregar al funcional los términos que lo pongan en evidencia. Esto es, una expresién de la
forma:

-t
iﬂqwn(xq,yqﬁo (5)
9=0

Funcional Ampliado

Conocidos ya el funcional gobernante del problema, la secuencia a utilizar y las expresiones que ponen
en evidencia los apoyos y empotramientos parciales, introducidas mediante el uso de multiplicadores
de Lagrange, el funcional ampliado para una placa rectangular con condiciones de bordes arbitrarias, y
apoyos y empotramientos parciales, es:

v S o ORI <« & X
A= T -3 3 40 w(x, ) - X 3 aPw, (0 0) ©)
k=1 p=0 k=1 g=0

en donde 4 es el numero de soportes intermedios y & el namero de empotramientos sobre los bordes.
Reemplazando w por la expansion wy, resolviendo los productos internos y aplicando la condicién de
estacionaridad del funcional (&3[w,,, ]1=0), se llega al sistema de ecuaciones lineales a partir del cual

se encuentran los parametros de frecuencias buscados, y posteriormente pueden hallarse las formas
modales.

EJEMPLOS
Seguidamente se muestra en detalle el procedimiento para el caso de placas sin bordes libres, siendo

analogo para placas con bordes libres, excepio por la complejidad algebraica debido a que se debe
trabajar con la expresién completa de w,,, y del funcional energético.

Placas Sin Bordes Libres
Para el caso particular de una placa rectangular con sus bordes apoyados y/o empotrados, la expresién
del desplazamiento transversal w dada por la ecuaci6n (2), una vez impuestas las condiciones de bor-
de: .
w(x,0)=w(0,y)=w(x,)=wl,y)=0 , W(x0)=w(x)=w0,y)=wl,y)=0

se reduce a:

M N
Waw = ZZAW/ M

i=t j=1
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y en el funcional energético (6) se anula el segundo término correspondiente a la curvatura de Gauss.
Luego, sean N_ y N, el mimero de soportes intermedios y empotramientos respectivamente, en don-

de cada apoyo es discretizado en P puntos y cada empotramiento en  puntos, el funcional ampliado
serd:

3wy =l + 25— Il g‘,i#‘“’ww" b)) Zi w0y ®

b=l p=0 k=] g=0

Reemplazando w por la expansién w,,, , integrando, e imponiendo la condicién de variacién primera
nula se llega al siguiente sistema de ecuaciones lineales

AyAy ﬁi'a(h)K;Z) Ez (k)Lf,'fj) (i.—_. l,2,...,1;lv) @

o=t p=0 =t g0 j=L2,.,
ux =0,1,2,..P-1

K® = =012, b 9
Z,ZlAg o eton, | ©® ©)

M N g=0,12,.0-1
$3 4180 ( s )

L=l j=t
siendo
K sen (a X% )sen(a y"")
LY =n a, cos (aixfl") ) sen (a yi ) +n @, sen (a W )cos (a y"‘))

Despejando A,.j de ia (9)(a) y reemplazéndolo en las ecuaciones (9)(b) y (c) se llega finalmente al sis-
tema de donde se obtienen las frecuencias buscadas.

iiﬂ(h) KK(hI) +Ziﬂ(k)LK(u) (r:O,l,Z,...,P*lj

b=l p=0 k=1 g=0 I=12,.,Ns 10
», iﬂ(h)wh1)+2i”(k)wkl) _ (r:O,l,Z,...,Q—l]

het p=0 k=1 g=0 1=12,..,Nc

donde

M N M N
KK =35 KRG LKSD =35 KY

=l J=l =1 J=1
(LX) (h) y (@) (k4 _ &) r ()
KL 2 Z KPJ L" if L Z ZLW)L
=l J=l i=l J=1
RESULTADOS NUMERICOS

En las Tablas I, I y III, se muestran los resultados numéricos obtenidos con la metodologia propuesta
para tres casos que se toman a modo de ejemple. En primer lugar, la Tabla I, contiene las frecuencias
naturales de una placa cuadrada con un apoyo intermedio completo diagonal y diferentes condiciones
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de borde. Los resultados son comparados con los obtenidos mediante el Método de los Elementos Fini-
tos utilizando el software comercial ALGOR® y con los hallados por Kim [10] mediante el Método de
Rayleigh-Ritz utilizando un conjunto de polinomios ortogonales como funciones de prucba.

MODELO METODO a AUTOV?IEQRES o

MEC 4934 65.79 98.69

KIM [10] 49.34 65.80 98.69

MEF 49.36 69.85 98.74

MEC 60.53 7895 | 11455

KIM [10] 60.54 79.03 | 114.60

MEF 60.57 7898 | 114.62

°) MEC 2641 55.38 65.76
KIM [10] 26.43 55.41 65.86

MEF 26.40 55.39 65.71

Tabla I: Frecuencias naturales de placas cuadradas con un apoyo intermedio lineal a lo
largo de su diagonal y diferentes condiciones de borde. MEC: M= N =300, P=30,Q
=90, v=0.3. MEF (ALGOR): malla de 1600 elementos.

La convergencia hacia el autovalor buscado se logra adoptando primeramente un valor fijo de P, es
decir se adopte un modelo de apoyo discreto de P puntos equidistantes. Para este modelo se aumenta
My N hasta lograr la exactitud deseada, cn digitos significativos. Este valor, serd una cota inferior del
autovalor buscado. Luego se aumenta P, con lo que se tiene un nuevo modelo més rigido, y se repite el
procedimiento hasta lograr la precisién requerida.

En Tabla II, se muestra el case de una placa cuadrada con un apoyo intermedio parcial y diferentes
condiciones de borde. Los resultados son comparados inicamente con los hallados mediante el MEF
(ALGOR®), por cuanto a conocimiento de los autores, no existen antecedentes en la literatura abierta,
estudios de soportes intermedios parciales y/o empotramientos parciales con otras metodologias. El
caso de un borde parcialmente apoyado, es modelado, considerando ese borde libre al imponer las
condiciones de borde a la secuencia extremante, y luego se pone en evidencia el apoyo parcial coinci-
dente con el borde, mediante multiplicadores de Lagrange, en forma andloga a los apoyos intermedios.
Cabe destacar que siempre que existan bordes total o parcialmente libres el funcional utilizado incluye
los términos correspondientes a la curvatura de Gauss. Por tltimo en Tabla III, se muestra el caso de
una placa cuadrada simplemente apoyada en sus cuatro bordes y un apoyo intermedio parcial curvo. Es
analizado el caso de un apoyo intermedio parcial curvo de forma de arco de circunferencia. Por el tipo
de planteo que se hizo, es muy simple [21-22] considerar cualquier otro tipo de forma para el apoyo
intermedio, e incluso combinar apoyos intermedios lineales de diferentes formas (por ejemplo, apoyos
rectos con curvos).

CONCLUSIONES

Se mostré una metodologia para determinar frecuencias naturales de placas rectangulares delgadas,
con precisién (exactitud) arbitraria, mediante el Método del Elemento Completo. La generacién de las
secuencias utilizadas es sistematica aunque no obvia de hallar [15]. Se destaca del modelo propuesto
la genetalidad del caso planteado, el cual es muy dificil o imposible de abordar por otras metodologias
analiticas. El algoritmo fiae desarrollado en una forma general, tal que permite condiciones de bordes
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arbitrarias (simplemente apoyados, empotrados o libres, total o parcialmente, y combinaciones), asi
como apoyos intermedios (rectos o curvos, totales o parciales, o combinaciones). Otra ventaja es que
se garantiza la exactitud de los resultados con la precisién deseada.

AUTOVALORES

MOBELO METOBPO a A a

MEC 30926 | 55620 | 76.751

l MEF 30.931 55627 | 76745

MEC 32.72 60.33 78.52

MEF 3274 | 6037 78.71
A

‘ i MEC 1429 42.46 44.62

|

. MEF 1431 4246 4463

S

Tabla 1I: Frecuencias naturales de placas cuadradas con un apoyo intermedio parcial y
diferentes condiciones de borde. MEC: M= N=300, P=30,0=15, v=03..

MEF(ALGOR): malla de 1600 elementos

‘ARCO DE MEC @)
MODELO APOYO
Modeio 1 2 3
a
) P,= (0.50, 0.75) MEC 37.05 67.00 84.64
;
P, =(0.25,0.50) MEF 37.04 67.06 84.75
b)
~ Po = (0.75, 050) MEC 52.88 87.62 98.75
P, =(0.25,0.50) MEF 53,00 87.94 99.18
C
) /) Po=(0.50, 0.25) MEC 95.39 98.89 126.49
P, =(0.25,0.50) MEF 96.18 99.50 126.72
d
) MEC 98.898 | 126.507 | 132.489
YOUNG[11]| 98913 | 126.61 | 132.64

Tabla ITI: Frecuencias naturales de placas cuadradas simplemente apoyada en sus bordes y un
arco circunferencial de apoyo intermedio. MEC: M=N=400,a) P=20,b) P=30,c) P=35,P=
40. MEF (ALGOR) Malla de 1600 elementos. Po=(xo,y0), P1=(x1,01). Radio del arco » = 0.25.
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