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RESUMEN

En este articulo se presenta una teoria de vigas pretorsionadas con secciones de
paredes delgadas, construidas con materiales compuestos. La principal caracteristica
de esta teoria radica en la representacion de las deformaciones por corte, las cuales se
consideran en forma completa, es decir por corte flexional y corte por alabeo no
uniforme. El modelo se aplica al andlisis problemas de estitica y de vibraciones libres
y se enfoca a partir de la formulacion de trabajos virtuales, para luego replantear el
aporte energético de los términos de corte en la forma variacional de Reissner. Se
emplea un elemento finito acorde con la teoria para efectuar un analisis paramatrico.

ABSTRACT

In this paper a theory of thin-walled pretwisted beams made of composite materials is
presented. The principal aspects of this theory are based on the appropiate
representation of the shear deformations, which are consireded in complete form, i.e.
shear due to flexure and shear due to non-uniform warping. The model is developed in
order to be able for the analysis of statics and free vibration problems, and it is
formulated with the principle of virtual works, but the work of the shear forces is
refocused and posed according to the variational principle of Reissner. A finite
element solution consistent with the theory is employed in order to do the
parametrical analysis.

INTRODUCCION

El estudio estatico y dinamico de vigas pretorsionadas es de importancia relevante principalmente
para el andlisis y disefio de alabes y hélices entre otras aplicaciones de turbo-maquinarias.
Consecuentemente, una intensa actividad de investigacién se ha llevado a cabo sobre este particular.
Especificamente, Subrahmanyam et al. [1] aplicaron el método de Reissner para obtener frecuencias
de vibracion de vigas pretorsionadas. Por otro lado Downs [2] estudié las variaciones de rigidez
flexionales y torsionales debidas a la presencia de pretorsion sobre vigas con secciones asimétricas.
Subrahmanyam et al. [3] extendieron la teoria de Vlasov para analisis dinamico torsional de vigas
pretorsionadas y de materiales isotropos. Aun asi, las precedentes referencias no analizan la


mailto:mpiovan@frbb.utn.edu.arvcortine@frbb.utn.edu.ar

Piovan Marcelo T., Cortinez Victor Hugo, Rossi R. E. 291

deformabilidad de corte en general, misma que puede tener influencia crucial en determinadas
circunstancias. Krenk y Gunneskov [4] elaboraron un modelo que considera solamente la
deformabilidad de corte por alabeo torsional no uniforme, despreciando el efecto de la deformabilidad
por corte inducida por la flexién. Por otro lado, Subrahmanyam et al.[5] analizan solo la
deformabilidad de corte por flexién pero no por alabeo torsional no uniforme. Cortinez y Rossi [6]
desarrollaron un modelo que contempla la deformabilidad por corte en forma completa - es decir corte
por deformacién flexional y corte por alabeo y su respectivo acoplamiento ~ en vigas con seccién de
paredes delgadas, siendo valida para los casos de secciones cerradas o bien abiertas. Los precedentes
articulos analizan vigas isotropas. Aparentemente son escasos los estudios sobre la influencia de la
deformabilidad por corte en vigas pretorsionadas de paredes delgadas construidas de materiales
compuestos. Algunas investigaciones [7-8] sobre vigas pretorsionadas anisétropas, se han orientado
hacia secciones llenas. Asi pues, en el presente trabajo se desarrolla una teoria para vigas
pretorsionadas que incluye el efecto de deformabilidad por corte en forma completa para materiales
compuestos con laminacién balanceada simétrica o laminacién especialmente ortétropa. Se desarrolla
un elemento finito con el cual se evaltan diversas caracteristicas de laminacién y pretorsion. El
presente modelo contempla una extension para incluir efectos de pretorsion en el caso estatico de un
trabajo previo de los autores [9].

DESCRIPCION CINEMATICA Y CONSTITUTIVA DEL MODELO

En la Figura 1a se describe el elemento estructural con el sistema de referencia dextrogiro en tanto
que en la Figura 1b se describe una seccién genérica con el sistema de referencia principal {C:x,y,z}
ubicado en el centroide geométrico de la seccion y el sistema de referencia secundario {O:x,s,n}
solidario a la linea media de la pared de la seccién. Cabe destacar que en esta investigacion se opta
por una referenciacién de un polo, a diferencia de la formulacion [6] basada en dos polos.

@ (b)
Figura 1. Descripcion de la viga pretorsionada y de sus sistemas de referencia

En este modelo de vigas pretorsionadas de paredes delgadas, se efectuan las siguientes hipotesis

H.1) La seccién es indeformable en su plano.

H.2) La secci6n se considera compuesta por una sucesion de placas.

H.3) La funcién de alabeo se considera con alabeo primario y secundario.

1.4) Se desprecia el aporte energético de momentos en el ptano medio de la pared.

H.5) Las componentes del tensor de deformaciones: .7 ,, son las mas representativas.

H.6) Se consideran solamente las siguientes componentes del tensor de tensiones o, ,0,,.
H.7) Se supone que la densidad p es la misma para todas las 1aminas de 1a seccidn.

H.8) Las vigas poseen pequefia pretorsién con centro de pretorsion en el centro de referencia C.
H.9) Se supone que cada segmento de la seccién consta del mismo laminado especialmente ortétropo




202 ENIEF-XII Congreso de Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

o bien de laminacion simétrica y balanceada.

En estas circunstancias se puede definir el campo de desplazamiento de la siguiente manera:
u';‘ (%, 9, 2,8) = 1, (x,8) ~ 6, (x,1) Y(s) — 0,,(x,1) 2(5) — 0, (x,t) (s, m)
Uy (x,9,2,0) = t, (%,1) — B, (%,1) 2(5) » ¢))
U] (%,,2,0) = U, (%,1) + §,(x,8) Y(s)
Donde u, (x,t) es el desplazamiento axial, 8,(x,#) y 8,(x,?)son las rotaciones flexionales, u, (x,/)
y u,.(x,t) son los desplazamientos transversales de la seccién, ¢, (x,7) es la rotacion torsional y

8 (x,f)es la variable de alabeo. La funcién de alabeo a(s,n) estd normalizada respecto del centro de
referencia C y viene dada por la expresi6n (2):

o(y,2) = a(s,n) = |[r(s)~y s~ Dyc +ni(s) @
» .
las funciones r(s), I(s) y la constante Dy se definen de la misma manera que [14]

Deformaciones
Para una viga pretorsionada las deformaciones se pueden representar aproximadamente como:
b =Uy -0, y-0,2-0, 0 +éxp

)
0r 1 41y - 2n)

szzzgxs:(u;c—QZ)%"—(u ) (¢x 0)

En (3) el término subrayado define el aporte del efecto de pretorsion a la deformacion longitudinal,
cuya expresion aproximada es {4,6]:

Evp =Ry B Y, C))

Donde, la tasa de pretorsién se indica con f, mientras que Ry es una funcién que depende de las
coordenadas de la seccion transversal y de la ubicacion del centro de pretorsién y cuya expresion para
este caso se muestra en (5). Se debe tener presente que la detormaclén & corresponde a la
deformacion de un filamento helicoidal de la viga.

Ry=y"+2° 5)

La expresi6n (5) es estrictamente valida para pequefia pretorsion, con centro de pretorsiéon ubicado en
el centro de referencia C, tal como se estipula en H.8). La forma de (5) es sencilla debido a la
seleccion del sistema de referenciacion de un polo. En {6] se pueden obtener mayores detalles sobre la
obtenci6n de la funcién Rs en forma general para ubicaciones arbitrarias de los polos de referencia y
del centro de pretorsion.

Relaciones Constitutivas
Las relaciones constitutivas basicas, atendiendo a las hip6tesis H.5) y H.6) se pueden escribir en
términos de resultantes de tensidn en el espesor Nyx, Nys, Myyy Mys como:
Ny Ay A By Byg | {60
Ny - Ays Ags Big Bgs ||V xs0 (6)
M,y By Big D)y Dy H g
My Bis Bgs Dy Dy | |7 up

siendo & % componentes de deformacién membranales de (3) en tanto que & Ky son las
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componentes de deformacién en el espesor de (3). Para obtener los coeficientes 4;, By Dy en (6) se
ha supuesto que las resultantes Ngs = Mss = 0 para obtener &, y & en funcion de &, ¥ Y de &p
%sp» Para luego reinyectar tales expresiones en las restantes ecuaciones constitutivas. Téngase presente
que en los casos de laminacion tratados en este articulo, se verifica que B; = 0.

Se definen en (7) los siguientes esfuerzos en el area de la seccion: Esfuerzo Normal (Q), los
Momenios Flectores (M, y M,), el Bimomento (B), el Momento Torsor de Saint Venant (T, €l
Momento Flexotorsor (Ty), ¢l Momento de Pretorsién (), el Momento Torsor Total (M), y los
Esfuerzos de Corte (Q,y Q).

Q, = ‘LNxxds’ Qy = i(Nu%ys’ Qz = i(Nn%
Ty = i(zv,s Vs, Ty = L(NncprM” Ms, Ty = '[(N,_,Rﬂﬁ)rls, M, =Ty +Tg+T, D
M, = '[(N”Z-FM,, 2)is, M, = L(NJ-M,, 25 B= i(N“(op + M I(s))ds

De tal forma que las relaciones constitutivas pueden quedar representadas de la siguiente forma

()= aka) = (49} |4 Ya) ®

siendo por un lado
{N}=@x,My’Mz;*B;Qy,Qg,TW,TSV’Tp}T (9)
{4} = 0,,0,~0..u,, ~0,,u.,. ~6,.4, -6,,4..4.}
1) [49=]= [z as
@] lage]- [puzoE (0
con
g9 ={1,Z,Y,mp,%,%,r ~y/,w,Rﬂﬂ}
an

—o _JadY dZ

g {0, = ,1(5),0,0,1, 2,0}
Debido a que las vigas estdn construidas con un laminado especialmente ortotropo o uno simétrico
balanceado para cada segmento de la seccion, en las ecuaciones constitutivas (10) no se verificard
acoplamiento entre los esfuerzos de corte y Jos esfuerzos normales, sin embargo debido a la pretorsion
existird acoplamiento entre los esfuerzos normales y los esfuerzos torsionales. Por otro lado se
presenta también un acoplamiento entre los esfuerzos de corte (Q, y (,) y ¢l momento flexotorsor
(Tw) debido exckusivamente a la formulacién cinematica adoptada, tal como fuera explicado en [10],
sin embargo si la seccién es bisimétrica, no se manifestaré acoplamiento constitutivo alguno entre los
esfuerzos de corte y el momento flexotorsor.

FUNCIONAL ENERGETICO DEL MODELO

Las ecuaciones de movimiento de la viga pretorsionada se pueden obtener a partir de la expresion de
trabajos virtuales como sigue:

[ose,av - [, - pit Juzar =0 (12)

Asi pues reemplazando en (14) las expresiones (1), (3), (4), teniendo en cuenta (7), a (1) s¢ obtiene:
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[ 00,7 = [(Qu0, M, 00, - M 06, - BO0, + Ty 00, + T,00, Yix+

3
+ [lo, o, -0.)+ 0,50, ~6,)+ 7. o4: - 0. s -
- '[X,-(?u,.LdV - _[ .50 +4,00,. +q.00,, +m 56, |dx -
; . (14)
- I [-m,56, ~m 60, ~m, o8, |dx
‘[pu, Suldv = j IBli,, S, +it, Su, + i Bu, )+ TG, 89, v +
+ [[J;; 8,50, +J% 6,60, + I (6,60, + 6,60, ) dx as)
N I 5, 6,60, +6.59,)+ 56,00, +6,50,)+ 12, 6,68, |dx
En (15) se han definido las siguientés integrales:
Jp = .[ pEOEOdS, Jp = Ip GO 4 §§“)§§“)]ds (16)

que representan la inercia de traslacion axial y/o lateral (J,,), la inercia de rotacion torsional (J, ),

las inercias rotatorias flexionales (J ;2 yJ ;3) y la inercia rotatoria por alabeo torsional (J :4)
respectivamente, mientras que el resto son inercias de acoplamiento. En (14) se han introducido las
siguientes funciones de carga distribuidas en la longitud de la viga: carga axial ¢, (x,f), cargas

flexionales en las direcciones y y z, ¢,(x.#) y q,(x,f), momento torsor m,(x,f), momentos
flectores en las direcciones z e y m_(x,7) y m (x,t) y bimomento distribuido m,(x,?) . Es claro que

las expresiones (13), (14) y (15) corresponden a los trabajos virtuales debidos a esfuerzos en el drea, a
fuerzas externas y fuerzas inerciales respectivamente. Las ecuaciones diferenciales de equilibrio y
condiciones de borde se pueden obtener aplicando las reglas convencionales del calculo de
variaciones a la expresién (13).

ENFOQUE CONSTITUTIVO DE REISSNER PARA LOS ESFUERZOS DE CORTE

El funcional energético de Reissner [10], se puede descomponer en dos partes: una parte es
coincidente con la expresion (12) del Principio de Trabajos Virtuales, la otra parte es una expresién
variacional de las relaciones constitutivas. El principio variacional de Reissner al permitir fa variacion
independiente de los desplazamientos y de las tensiones (representadas en términos de las resultantes
de tensidn en el espesor), posibilita una descripcion mas refinada de las ecuaciones constitutivas,
especialmente en los esfuerzos de corte, tal como fue apuntado por Cortinez y Rossi [11] para vigas
rectas isétropas y por Cortinez y Piovan [9] para vigas rectas ort6tropas. De acuerdo con estos ultimos
articulos se pueden obtener los esfuerzos de corte a partir de la siguiente expresion constitutiva:

ros s s 1
fedids fed,d, as 1952 g
) A A o) ;,! Ji J33J22 J:s-’u [ ' o
s7 |[#he — S ', -0,
Qy 55 Lss ‘57 ,'v. z § el_,/l ed, 4, f'c z 17
Q. r =] Asg Ags Agy U5, —0}1 =0gs T ds J dg .[J 7 U, “0y a7
Ty As; Ay Ay | &2~ 0, 4 Bz # w ¢ — 6,
v A [ed;d, ds j‘eﬂ A2 eli €Ay 4
P27 I Vi
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siendo ag ¢l modulo de elasticidad transversal resultante del laminado y los J; y A; vienen dados por

Iy = L gOFP da, con §9 ={Lz,y,0s}
(18)

As(s)= _[Y(s)ds, Ay(s)= [Z(s)ds, As)= [w(s)ds

Las A{s) son_claramente funciones momentos de primer orden de la seccion. Se debe destacar que la
incorporacion de la expresion (17) es semejante a la utilizacién de factores de corte en la Teoria de
vigas de Timoshenko. La utilizacién de ecuaciones constitutivas mejoradas (o aplicaciéon de
coeficientes de corte acordes al problema) reviste mayor importancia en vigas ortétropas y anisétropas
que en el caso de vigas isétropas.

FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS

Para resolver numéricamente las ecuaciones formuladas se ha utilizado el elemento
previamente desarrollado por los autores para el analisis dinamico de vigas pretorsionadas
isétropas [6]. El elemento consta de dos nodos con 7 grados de libertad en cada uno de ellos.
Estos grados de libertad cormresponden a los desplazamientos generalizados:

U, Uy, U,,,0,,0,,0,,¢, los cuales se interpolan a lo largo del elemento con funciones de

primer grado para ., de segundo grado para 6, 6, 6y de tercer grado para uy., 4, y ¢ de
acuerdo como se explica en [6].

EJEMPLOS NUMERICOS

Con el fin de mostrar la importancia de la flexibilidad por corte en la mecénica del tipo de elementos
estructurales tratados en el articulo y de la eficiencia del elemento propuesto, se analiza cl
comportamiento de una viga de seccion rectangular de altura h = 0.3 m., de ancho b=0.6 my espesor
ea = 0.03 m, la cual es construida de grafito-epoxy AS4/3501-6, de propiedades son E;; = 141.96 GPa,
E22=9.79 GPa, G;;=6.00 GPa, G;;=4.83 GPa, v1; =024y v»;=05.

Asi pues en la Tabla [ se muestra la convergencia del elemento finito para el caso de vibraciones
libres de una viga pretorsionada de longitud L =6 m., con un extremo empotrado y el otro libre, con un
angulo de pretorsi6n total de /6 radianes y con una secuencia de laminacion {0/0/0/0} en cada uno de
los segmentos de la seccion.

Frecuencia Niimero de elementos
Natural 5 10 20 30
f 18.042 18.029 18.027 18.027
5 29937 29.896 29.888 29.885
fi 54471 53.725 53.502 53.397
f+ 73.235 72.309 72.135 72.074
fs 118.353 116.605 116.266 116.146

Tabla 1. Anilisis de convergencia del elemento finito

En la Tabla 2 se muestran las primeras cinco frecuencias acopladas para una viga empotrada ibre con
una secuencia de laminacién {0/90/90/0} y {0/0/0/0}. Se analiza por un lado la influencia del efecto
de corte, comparando los resultados obtenidos con la teoria que considera la flexibilidad por corte y
los resultados de la teoria que desprecia tal efecto. Por otro lado se pondera la influencia del angulo de

pretorsién (AL) en la dinimica de estos miembros estructurales.
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. frecuencias. [Hz] .
h/L pL Teoria 17 7 1 7, 7,

0 I 5,02327 8,46192 25,8703 28,0536 43,2323

12 I 5,24176 8,84978 32,8506 55,4624 92,0031
/6 1 5,03483 8,40362 26,0716 26,7402 42,494
11 5,25255 8,79521 33,143 54,6914 93,3559

0 1 17,9803 30,1456 56,3786 71,7817 118,971
6 u 20,9671 35,3991 131,402 221,849 368,012
6 1 18,0298 29.8958 53,7249 72,3094 116,605
11 21,0102 35,1808 132,572 218,765 373,423
0 1 34,9709 58,3755 84,9628 121,298 200,326
4 )1 47,1759 79,648 295,655 499,16 637,025
/6 1 35,0785 57,8246 80,9525 122,289 195,851

I 47,273 79,1568 298,286 492,221 637,025
Tabla 2. Influencia de la Flexibilidad por corte y el angulo de pretorsién
[I] Teorfa con Flexibilidad por Corte {IT] Teoria sin Flexibilidad por Corte

ox | ox
| —=— Mg(con corte) | e »
0.002 I o s o5 -~  My(con corte) yd
L -- Mg (sin corte) J // - - /)’
- * :
0.oms | e e .
- o - M (sin corte) /./ .
o0 A S e o
Pl 0.015 e .
0.0015 s /,'/ .
=
e 0.01
0.001 e %
,-f‘ ‘ v
0.0005 o . 0.005 //'/,"'
Pt T
B x s x
0.127 0.254 0.381 0.508 0.635 0.127 0.254 0.381 0.508 0.635
(@ (b)

Figura 2. Influencia de la flexibilidad por corte en la pretorsion para secciones (a) cerradas (b) abiertas

En las Figura 2 a,b se muestran las rotaciones torsionales a lo largo de la viga, comparando las
formulaciones con y sin flexibilidad por corte en cuanto a su influencia sobre la pretorsién. Se ha
adoptado una viga cantilever construida con Grafito-Epoxy AS4/3501-6 y laminados de {0,/+15}s, de
longitud 0.635 m, con un 4ngulo de pretorsién de n/9, sometida bajo la carga de un par torsor de 200
N.m en el extremo libre. Asi pues, en la Figura 2a se puede apreciar la diferencia entre ambas
formulaciones para una seccién rectangular de dimensiones h=0.063 m, b=0.127m.,e,=5mm. La
méxima diferencia generada entre ambas formulaciones es del orden de 4%. En cambio para secciones
torsionalmente mas flexibles como una seccién H de dimensiones h=0.127m. b=0.127m. y e, =5
mm. la maxima diferencia entre ambas formulaciones es del orden 28%. Esto muestra la necesidad de
incluir la flexibilidad por corte debida al alabeo torsional no uniforme en el anélisis de vigas
pretorsionadas con secciones abiertas.

CONCLUSIONES

Se ha presentado una teoria nueva para el analisis dinamico y estatico de vigas pretorsionadas con
secciones de paredes delgadas contruidas con materiales compuestos, la cual considera en forma
completa el efecto de flexibilidad por corte. Del estudio se desprende que la flexibilidad por corte
afecta grandemente la respuesta dinimica de estos miembros estructurales, la que produce diferencias
mayores al 30 % en las frecuencias superiores. Por otro lado se ha mostrado la influencia de la
flexibilidad por corte debida al alabeo torsional no uniforme en la mecanica de la vigas
pretorsionadas. El modelo matemético aqui presentado corresponde a una extensién al ambito de
materiales compuestos de la teoria desarrollada previamente en [6], asi mismo contiene como caso
particular al modelo desarrollado en [13] cuando no existe pretorsion.
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