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En el presente trabajo se analiza el comportamiento deestrueturas de fundaci6n con la
consideraci6n de la In1etlU:Ci6n Suelo-Estructu11l. Para ello se estudia el
comportamiento de una fundaci6n circulaI' rigida apoyada en la superficie de un
semiespacio el8stico, isotrOpico y homogeneo, sujeta a la accioo de una carga
armt'ioica vertical, la cual aetUa en el eje de simetria de la fundaci6n. Se obtiene el
desplazamiento vertical de la base en la interfasc suelo - fundaci6n, con la adopci6n
de dos criterios para 1&condici6n de radiaci6n de energia: el de contomos alejados y
el de contomos tratlSmisores.

In this work the behavior of Structures is analyzed considering the Interaction Soil -
Stroctures. For this is studied the behavior of a rigid circular foundation supported in
the surface of an elastic semi-space, isotropic and homogeneous, submitted to the
action of a vertical harmonic load, which acts in the axis of symmetry of the
foundation. It is obtained the vertical displacement from the base in the interface soil-
foundation, whit the two criteria adoption for the condition from radiation energy: the
removed contours and the transmitting contours.

EI tratamiento del fen6meno de propagacl6n de ondas con 1&consideraci6n de un medio semi-infinito
el8stico, is6tropo y homogCneo presenta dos venb9as principales:
• La radiaci6n de energia desde la zona de exci1aCi6n a un campo lejano es descripta

adecuadamente con esta suposici6n.
• EI concepto de infinito es matem8ticamente conveniente cuando el prop6sito cs encontrar

soluciones analiticas para sistemas homol¢neos simples.

EI modelo del semiespacio (fig. I) file desarrollado pol" E. Reissner [41, permitiendo obtener
desplazamientos estaeionarios en 1&superficie de un serniespacio ellistico, isotr6pico y homogCneo
para cualquier distribuci6n de carga axilsirnetrica, en el dominio de la frecuencia, siendo posible
calcu1ar la respuesta de una fundaci6n rigida en interacci6n con el suelo &Un en el rango de
frecuencias bajas. Mortunadamente, este rango iDcluye !as frecuencias de operaci6n de la mayorla de
!as m8quinas y por 10 tanto estas soluciones 8011 muy utilizadas en una irnportante cantidad de casos
prlicticos.
El modelo del serniespacio difiere de los mas cIasicos sistemas dinamicos debido a que sus
dimensiones son infinitas. Esta peculiaridad geom6trica causa una aparente pCrdida de energia por la
propagaci6n de la onda en el semiespacio (tl1rfOI1iguamiento geometrico). Se puede demostrar que el
efecto de la ¢rdida de energia es asimilable a Un amortiguador en el modelo del oscilador simple
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amortiguado. Esta observaeion ha llevado a la adopcion de una analogia simplificada resorte -
amortiguador (fig. 2)para realizar 108 calculos practicos.

En el desarrollo de este trabajo se .propone estudiar el comportamiento din8mico de una fundaci6n
circular con una relacion altura/radio de 1/3, descansando en la superficie de un semiespacio elastico,
isotropico y homogeneo (fig-I), la coal es solicitada por una excitaci6n lU'IIl6nica actuando en el
baricentro de la superficie superior con el objetivo de obtener el. desp1azamiento vertical en el
baricentro de la superficie inferior.
Para la formulaci6n y resolucion de los modelos se emplea software con utilizacioo del Metodo de los
Elementos Finitos.
EI aruUisis parametrico se efectlia a partir de la variaci6n de 108 parimetros involucrados: frecuencia
de excitacioo, G mOdulo de corte, y ~ mOdulo de Poisson, verificando 1a influencia en 1a respuesta del
modelo. .

Para las formas geometricas complicadas .encontradas en la practica de ingenieria de fundaciones, en
muchos casos no es posible encontrar soluciones en forma analities, por 10 coal es necesario recurrir
para su resolucioo matematica a metodos numencos tales como las diferenciasfinitas, el metodo de
108 elementos f"mitos 0 modelos de masas discretas. Con estos metodos 8610 un niunero finito de
puntos nodales puede ser considerado, par 10 que no pueden ser aplicados directamente a un sistema
infinito.
La ecuaci6n de rnovimiento de la dinAmica para un sistema de N grados de libertad es

Donde {u} es el vector desplaz.amiento y {P} es el vector de 1a fuerza excitadora.
La matriz de masa [M] es diagonal si todas \as masas estlin concentradas en 108 puntos nodales. La
matriz de rigidez es identica a 1a matriz de rigidez est3tica para el caso donde tOOos los puntos nodales
estli.n libres y puede ser determinada por metOOos estlindar. La deformacioo lineal de un elemento
rectangular es utilizada. La matriz de amortiguamiento [C] es una matriz diagonal conteniendo
coeficientes discretos para 108 amortiguadores en el borde viscoso.
La solucion en el estado estacionario del problema puede ser encontrada por el metoda de respuesta
compleja. EI vector de fuerza es '

{P}={Pu]e'· (2)
Donde {p.} es un vector constante y la respuesta del sistema es:

p}={U}e'"

~}= im{UJe'"



En donde {U} es un vector desplazamiento de constante compleja. Por sustitucion de (2), (3), (4) y (5)
en (1), la ecuaci6l1 de movimienfO resulta independiente del tiempo y toma la furma

[s][u}={1:J
En la cual [S] es una matriz de rigidez compleja moditicada definida por

[8]= [K]+ i(O[C]- (02 [M] (7)
que recibe la denominaci6n de Matriz de Rigidez Dituimica del sistema.
La ecuacion (6) constituye un sistema de ecuaciones lineales de variables complejas y puede ser
resuelta para los despIazamientos complejos desconocidos{u} por cualquiera de los metodos
estandar. .

Un factor de imponancia para la resolucion de 10SDlodeios por MEF es Ia selecciOn adecuada de la
malla de elementos tinitos que se utiliza. Se adopta el criterio dado por Segol [5], donde Ia dimension
minima del elemento tinito en la direcci6n de propagacion debe ser menor a 1/12 de la longitud de
onda minima, en la zona cercana a la superficie y esta relacion puede aumentar gradualmente a
medida que se aleja de la superficie (aumenta Ia profundidad)

EI elemento finito que se utiliza 'para representar el problema de esta fundacion en estodio, es el
elemento plano axilsimetrico, disponible en la biblioteca de elementos del software utilizado [81. En
la fig. 4, se puede observar el modelo de elementos finitos, el cual representa una seccion equivalente
a un radilin de "espesor", que gira alrededor del eje vertical (eje z) a 10 laIgo de toda Ia circunferencia.

En este trabajo se utiliza para I. obtenci6n de la respuesta del sistema en analisis la tecnica de
Integracion Directa, previa utilizaci6n del metodo de superposici6n modal, el cual present6
problemas para la obtencioo de resultados. Existen varios criterios para la seleccion del paso de
tiempo, adoptando para este trabajo el establecido por Borja y WU [II Y 121, que establece el paso de
tiempo relacionado con el periodo de la excitacioo t.t = T/I6, para una duracioo del evento de tl6=1:

Considerando un borde convexo imaginario que encierre a toda la fuente de perturbaciOn y toda
caracteristica de geometria irregular. La propagaci6n de energia ocurrinl solo desde e1 interior a la
zona exterior. La energia debe ser absorbida 0 10 que es 10 miSlllQ no ret1ejada por el borde.
Esta observacion conduce directamente a la premisa de detennUJar Ia respuesta de la region interior
desde un modelo finito consistente de la region interior s~eta a condiciones de borde las cuales
aseguren que Ia energia que arriba al borde sea absorbida. Lysmer y Kuhtemeyerl3I, a tram de sus
investigaciones ban obtenido distintas posibilidades para expresar esta condiciOn de borde en fonna
anaIitica, resultando como mAs optimas las expresiones siguientes para las condiciones de borde:

('I = pVpw (8)
~=p~u m

Donde (1es la tensiOn normal, 't la tension de corte, W1u1son las velocidades normal y tangencial
respectivamente; p es la densidad de masa, Vs = la velocidad de la onda S, Vp = la velocidad deJa
onda P. La condicion de borde propuesta puede ser interpretada como si en el borde convexo
existieran amortiguadores injillitesimales (Dashpots) orientados en fonna normal y tangencial al



borde. Basados en consideraciones energ6ticas los autores concluyeron que dicho borde viscoso es
98.5% efectivo en la abs()rcilmde ondas - P incidentes y 95% cfectivo en la absorcilm de ondas S.
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Fig. 3

Debido a que las caracteristicas de absorci6n son independientes de la frecuencia, e1borde definido
par la ecuaci6n 6-1 Y6-2 es denominado como borde lIiscoso t!SIIUulIIr.

La velocidad de la onda S, es Vs

Vs =~ (10)

La velocidad de la onda P, VI"

1
VI' =-Vs (11)

s
En la ecuaci6n previa G es el mOdulode corte Ys es una constante el8stica definida por

2 1- 2.u
s ;:= 2(1-.u) (12)

La modelizaci6n de este contorno presema algunas particularidades, debido a que !as condiciones de
borde (fig. 3a)com:sponden a un modelo contimIo. En el caso de la utilizaci6n de modelos discretos
de elementos finitos (fig. 3b) es necesario realizar algunas modificaciones. Esto Bedebe a que la
modelizaci6n del contomo con elementos finitos doshpot sin rigidez presentaron problemas de
inestabilidad numenca Por esta razlm el contomo transmisor utilizado en este trabajo the una
combinaci6n de resortes yamortiguadores. Esto es posible con Ia utilizsci6n del elemento truss.
Si denominamos A. al area de influencia de cada nodo, los coeficientes del amortiguador son pV,.,4
(dirccci6n perpendicular) y pV¢ (direcci6n tangencial) 10 que hace que en el borde del fondo el
coeficiente del amortiguador vertical sea pVpA y el del amortiguador horizontal sea pV¢. Para el
borde lateral se invierten los coeficientes.
El valor del coeficiente de rigidez lineal del resorte, no esta definido en el trabajo de Lysmer y
Khulemeyer, quienes proponen un amortiguador infinitesimal, para solucionarlo se utiliza el contomo
empleado por Wolf y Song [6) en el metodo del amortiguamieuto solvente, donde se introduce el
amortiguamiento del sistema par medio de amortiguadores externos, los cuales son proporcionales a
la mass. La ecuacion de movimiento es modificada, Unicamente en los nodos del borde exterior,
siendo su formulaci6n:
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Partiendo de esta expresi6n, 108 autores proponen un contomo compuesto de amortiguadores con 108

coeficientes citados anteriormente y coeficientes de rigidez (por unidad de area) dados por !;pVp en la
direcci6n perpendicular y !;pVs en Ia direcci6n tangencial, con ~ = lIseg. ,

Este an8.lisis se desarrolla a partir de 108 resultados obtenidos para el comportamientode una
fundaci6n circular de hormig6n armado, cuya relaci6n altuIa1radio es de 113, con un radio de 3 m,
excitada verticalrnente por una carga arm6nica de ooסס1 N, la cual aetlia en el e<jede simetria, con
variaci6n de la frecuencia y del m6dulo de corte din8mico (G) sera estudiada.
Como valor de referencia, para comparar los resultados obtenidos con el uso del Contonw
Transmisor, se utiliza 108 modelos de Contornos Alejados. Por 10 tanto primeramente se estudia la
convergencia de distintos modelos de elementos finitos con distintas dimensiones, normalizando la
respuesta con el valor te6rico dado por Wolf. La fig. 5 presenta 108 resultados obtenidos con distintos
modelos 108 cuales sucesivarnente involucran porciones de suelo mayores comenzando con un
rectAngulode radio 6m y'profundidad de 3m por debajo de la base basta alcanzar una profundidad de
108 m (36 veces el radio de la fundaci6n) y un radio semC<iante,0bservando que los resultados
convergen a partir del modelo 72x72 (72 m). EI modeIo seleccionado para el an81isisde resultados
corresponde al de 9Ox90 (30 veces el radio de la fimdaci6n). Los resultados obtenidos son
normalizados COD el valor te6rico, dado por Wolf [7J para el problema de vibraciones vertieales en
fundaciones circulares rlgidas, fig. 5.
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La fig. 6 presenta los resultados obtenidos (desplazamiento vertical) con el modelo 9Ox90, para los
distintos valores de 1&ftecuencia de excitacion (j) y del mOdulo de corte dinamico (0) considerados.
En la fig. 7 se muestran los mismos resultados con el empleo del modelo de Contomo Transmisor,
para el de 9x9 (3 w:ces el radio de la fundaci6n). Debe notarlIe 1&importante diferencia en el tamaiio
de 108 modelos para !as dos adopciOlles de contomo efectuadas. La comparacion de 108 resultados
obtenidos con la aplicaci6n de 108 dos modelos de contorno se aprecia en la fig. 8.
Se observa que el comportamiento del sistema din3mico es sumamente sensible & la variacion de 0 en
el rango de ftecuencia mas ~as (0 - 10Hz), pierde sensibilidad en el tango medio (15 Hz) Y se haec
insensible para !as ftecuencias m8s altas (20 - 25 Hz). Del an8lisis de la fig. 8, se puede conduir que
el modelo con el empleo del Contomo Transmisor presenta en general buena aproximaci6n, aunque
sin embargo algunos resultados se alejan en m8s de un 20% de la respuesta obtenida con los contornos
alejados.
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En general, el valor de G, 2e7, present6 las discrepancias mas significativas por 10 que se realiz6
nuevamente el anAlisispero con Wl modelo mas grande (l8xI8), el modelo 9x9 dio resultados que en
general superaban al valor de 108 contornos alejados y esto es atribuible a una fillta de
amortiguamiento en el sistema, en cambio el modelo de 18x18, por su naturaleza present6 Wl mayor
amortiguamiento, debido a su mayor tamai'io.En la fig. 9 se comparan los resultados obtenidos con
ambos modelos. Se puede observar una diferencia de un 40"10 en exceso del modele 9x9 excitado con
5 Hz, mientras que en el modelo 18xl8 la diferencia file de un 21 %, pero en defecto. EI resto de los
resultados obtenidos sonsumamente precisos.

EI problema de propagaci6n de ondas en Wl medio semi-infinito file modelado, a partir de la
consideraci6n del problema de vibraciones verticales en una fundaci6n circular, descansando en la
superficie del semiespacio.

La utilizaci6n de modelos de parametros discretos sirve para tener una apreciaci6n inicial del
comportamiento, 108cuales deben complementarse con los m6todos modernos para la consideraci6n
de la Interacci6n Suelo Estructura. Modelos de par8metros discretos, como los de Wolf 0 Lysmer,
fueron utilizados para establecer el orden del desplazamiento, sin embargo modelos de elementos
fmitos con Contornos Alejados, se tomaron como referencia para evaluar la precisi6n de los
resultados obtenidos con el uso del contomo transmisor.

De la correcta simulaci6n de la condici6n de radiaci6n depende la precision de los resultados
obtenidos, y de la correcta selecci6n de los panimetros (G, J.l, 1J depende la exactitud del resultado
obtenido.

Para la implementaci6n del modelo con MEF, el mallado y el tamai'iode los elementos finitos es Wl

item de mucba importancia, deben seleccionarse adecuadamente, y en cuanto al segundo factor, un
tamaiio excesivamente grande genera resultados imprecisos y un modele con elementos de tamailo
pequeno genera una demanda computacional exagerada. Similar criterio se debe tener en cuenta para
la elecci6n del paso de tiempo en la resoluci6n utilizando integraci6n directa.

EI metodo de aruilisis por IntegraciOn directa empleado para un medio semi-infinito es una opci6n en
el cual el tiempo necesario se vuelve considerablemente menor al requerido por el metodo de
superposici6n modal, dado que este Ultimo requiere de un elevado nUmero de formas modales. Por



cate motivo la sensibilidad de la respuesta din8mica a la variaci6n de 0 file estudiada empleando
Integraci6n Directa.

El comportamiemo del sistema. diJuimico cs sumamente sensible a la variacioo de 0 en el rango de
frecuencia mas bajo (0 - 10 Hz), pierde sensibilidad en el rango medio (IS Hz) y se haee insensible
para las frecueucias mas altas (20 - 25 Hz). Es de destacar que en cate Ultimo rango se presentaron !as
mayores diferencias con 108 modelos de panimetros discretos (mayores a medida que el 0 diruimico
disminuye), lOll cuales arrojaron valoresmayores y quedaron por tanto del lado de Ia seguridad. Por
otro lado en el rango de frecuencias mas bajo (0 -10 Hz) estos modclos de panimetros discretos
am>jaron valores algo inferiores para lOllvalores de 0mayores.

Los resultados obtenidos con el uso del modelo de contomo transmisor propuesto por Lysmer y
Khulemeyer (1969) difieren poco de 108 obtenidos con los modelos de contomos alejados, con la
venUga que reducen significativamente el n1imero de ODL, y por tanto el tiempo computacional y lOll
requerimientos de hardware. Constituyen u:Da a1ternativa valida a Ia hom de generar modelos mas
pequeiios. SegUn lOllresultados obtenidos, la distancia del contomo transmisor no debe ser menor a 3
veces el radio de Ia fundacioo, tanto en ancho como en profundidad.
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