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Adaptive techniques related to quasilinearization and error analysis and applied
to nonlinear equations are studied in this paper. The main objective is to develop a
methodology oriented to the graphic and stereoscopic based assessment of algorithms
for nonlinear two point boundary value problems and related problems. Several
a posteriori error estimation techniques are immersed in the stereoscopic device
toolbox (simultaneous analysis of pE and pE'). The observed stereoscopic structures
are able to deal with the adaptive processing. The methods are gauged and the error
estimators compared against true errors.

En este articulo se estudian tecnicas adaptativas relacionadas con la cuasilineari-
zaci6n y el analisis del error aplicadM a ecuaciones no lineales. EI principal objetivo
es desarrollar una metodologia orientada al ensayo grafico y estereosc6pico de algorit-
mos para problemas de borde de dos puntos y problemas relacionados. Se sumergen
varias tecnicas de estimaci6n del error a posteriori enla caja de herramientas del
dispositivo estereosc6pico (analisis simulta.neo de pE y pE'). Las estructuras es-
tereosc6picas observadas son titHes para disefiar el procesamiento adaptatiYo. Los
metodos se calibran y 108 estimadores se comparan con errores de referencia.

Los modelos que requieren una representaci6n mediante ecuaciones no lineales present an dificul-
tades tanto para el modelado como para la obtenci6n de soluciones exact as 0 aproximadas. Es
por eso que las tecnicas de adaptaci6n asociadas al analisis de errores y a la cuasilinearizaci6n
adquieren gran interes dado que permiten garantizar, bajo hip6tesis especificas para cada mo-
delo, la calidad de las soluciones aproximadas y uniformar los errores de aproximaci6n. En este
trabaja se presenta una metodologia para la construcci6n y evaluaci6n de algoritmos para pro-
blemas no lineales, entre los que se toman como ejemplo la resoluci6n aproximada de problemas
no lineales de das puntas y el modelado de una version simplificada de un reactor catalitico, y



Neuman Carlos E., Vilchez Alicia G.

para el an8.1isisy evaluacion del error de los mismos utilizando un dispositivo auxiliar basado en
la representacion de los errores en un ambiente estereoscopico. Se estudian metodos para obte-
ner soluciones aproximadas para estos problemas. Se desarrollan metodos de cuasilinearizacion
que permiten convertir 10s problemas no lineales en sucesiones monotonas de problemas lineales,
marco en el cllal se desarrolla el esquema de adaptacion de mallas. Se complementan dichos
metodos con diversas tecnicas de estimacion de errores a posteriori utilizando para eUo una caja
de herramientas diseiiada para analizar estereosc6picamente objetos en 3D con el fin de analizar
en forma simultanea pE y pE', de modo de obtener representaciones 3D mmparables en el
espacio tridimensional. En base a esta informacion visual se desarrollan algoritmos adaptativos
hasta lograr el nivel de aproximacion y la uniformidad deseaclas, se cali bra la calidad de lOll
metodos desarrollados y se evaluan los estimadores de error propuestos. Las estructuras que se
observan en las representaciones estereoscopicas son de relativamente simple observacion visual
pero dificiles de reducir a un proceso algorftmico automatizado. Sin embargo en este trabajo se
avanza en la direccion de un procesamiento independiente de la supervision del operador.
Diversos procesos de la Ingenieria Quimica admiten modelos del tipo de sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales y algebraicas 0 requieren la solucion de este tipo de ecuaciones para su
diseiio y optimizaci6n. En [7, 8] se presentan algunos de estos problemas y en las referencias
de estos artfculos se citan trabajos que amplian el panorama de las aplicaciones. En [2], [9],
[13], y, especialmente, en [11] se hallaran numerosos ejemplos para la aplicacion de los metodos
desarroUados en este trabajo.
Cuando se trata de modelos que requieren el planteo mediante ecuaciones no lineales se presentan
dificultades para el modelado y para la obtencion de soluciones exactas 0 aproximadas. Por eUo
las tecnicas de adaptacion asociadas al an8.1isisde errores y a la cuasilinearizacion tienen gran
interes puesto que permiten garantizar, bajo hip6tesis especfficas para cada modelo, la calidad
de las soluciones aproximadas y uniformar los errores de aproximacion.
Las wcnicas estudiadas en este trabajo se aplican a problemas de suma importancia como la
ecuacion de Riccati

y sus generalizaciones, tambien aqui, mediante la tecnica que se denomina cuasilinearizacion
(ver [4]), es posible convertir el problema no lineal en una sucesion monotona de problemas
lineales, marco en el cual se desarrolla el esquema de adaptaci6n de mallas. Estos problemas
provienen de otros mas generales del tipo de la ecuaci6n de Poisson y ecuaciones no lineales
como

con condiciones de frontera adaptadas al modelo en cuesti6n.
Los problemas geometricos san fa.ciles de visualizar, pero pueden ser complicados de resolver.
Muchos problemas que podrian ser resueltos instantaneamente por una persona mirando una
pieza de papel (por ejemplo si un punto esta en el interior de un poligono) requieren programas
de computadora no triviales. Para problemas mas complicados, como en la mayorfa de las
aplicaciones, el metodo de solucion apropiado para su implementaci6n en la computadora puede
ser bastante diferente del metodo de saludon apropiado para una persona.



que, bajo condiciones generales, es posible Hevar a la forma homogenea mediante un cambio de
variables.
Se supondni que la funcion f es suave 10 cual es una hip6tesis muy poco restrictiva para las
aplicaciones a procesos. En la parte II del capitulo 12 del texto de Hartman (1973) se demuestra
que, bajo condiciones de regularidad de la funcion f (menos restrictivas que las del presente
trabajo) hay existencia y unicidad de solucion del problema de borde de dos puntos no lineal.
Asimismo se remite allector al texto de Bellman (1967).
Ejemplo: En la etapa de calibracion se estudia el siguiente problema test

del que existe su solucion analitica (omitida por razones de espacio)
Se construye toda una familia de ejemplos que provienen de las ecuaciones de Jacobi. En este
trabajo tambien se aplicaron los metodos al caso del siguiente problema test

u" = -2 uu', 0 < x < 1, 2u(O) - u'(O) = -1, 2u(l) + 4u'(I) = 2
x

se desea hallar una solucion aproximada. En el caso que la funcion f contiene nolinealidades,
los distintos metodos de discretizacion Hevan a la necesidad de resolver sistemas no lineales de
ecuaciones 10 que encierra un sinmimero de dificultades tecnicas. El metodo de BeHman-Kalaba
(ver [4],[3]) se basa en linealizar el problema en el entorno de una solucion aproximada e iterar
el proceso hasta alcanzar un nivel satisfactorio de ajuste. A partir del problema precedente se
propone

u~ f(x, Un-l, U~_l) + (Un - 'Un-l)!u(X, 'Un-I, U~_l)
+ (u~ - u~_l)fu'(X,Un-l,U~_l)' 0 < X < 1

que, para cada n, si se suponen conocidas las funciones 'Un-l Y U~_l' se trata de un problema
lineal que se ataca mediante el metodo de elementos finitos, colocacion, diferencias finitas u otro
metodo adecuado, como se describe a continuacion.
En este metodo de quasilinerarizacion tambien es posible linealizar las condiciones de frontera
en el caso que el problema presente condiciones nolineales. En este trabajo, orientado en su
aplicabilidad a problemas de control en general las condiciones pueden suponerse lineales sin
demasiada perdida de generalidad. Un poco mas adelante en este trabajo se muestra como se
realiza en el caso de la ecuacion de Euler.



En el caso del ejemplo precedente, cuando se aplica la quasilinearizadon resulta la sucesion {Un}
de soludones aproximadas, donde UQ = 0 y la Un+! satisface

con las condiciones de borde homogeneas de la ecuacion original aplicadas a todas estas ecua-
dones lineales.
Una aplicacion del presente metodo en vista a la cual se desarrolla este trabajo es el caso de la
optimizacion de un funcional de la forma

J(U) = l g(t,u,v!)dt

8g _!!... (8g) = 0
au dt 8u'

con la condicion final -B:!7lt=b = o. Omitimos la forma cuasilineal de la ecuacion de Euler. Debe
partirse de una elecd6n de la funcion inicial UQ Y, en pocos pasos se obtiene una aproximacion
de la extremal del problema de optimizadon.

Se utiliza [1] para la formulacion de los metodos en diferencias y colocadon y [14], [6], y [15]
para la de 108 metodos de elementos finitos para problemas lineales y no lineales.
Por ejemplo, dada una particion elemental XQ = 0 < Xl < ... < XN < XN+I = 1 para el
problema (6) cuasilinealizado, el sistema de ecuaciones resulta

1 (n) 2 (n) 1 (n) _ ••(n-I) ( (n) (n-I)
h+h ui-l - ~h ui + h,+h uHI - e • 1+ ui - ui , 1 :s; ·i :s; N,

hi~ '''i HI hi+l~

u(n) - 0 u(n) - 0
Q -, N+I-

Una formulacion ana.loga permite obtener soluciones aproximadas por los otros metodos. Los
mismos conducen a resultados similares.
La formulacion mediante el'MEF se basa en establecer la forma debil del problema. Desarro-
llando las ecuaciones de esta formulacion por elemento e integrando por partes en cada elemento
se pueden relacionar los errores locales con los residuos locales de la ecuacion.

Para la construccion de metodos de estimacion del error se remite alleetor a [5].
EI problema planteado en forma de operador

donde, en general, hI > h2, Y en aplicaciones pnicticas h] = 2h21 hi es la norma de la partici6n
correspondiente a la malla Mh" i = 1,2. La solucion de malla mezcla UhIh2Ct se obtiene de



con la solucion Uh,h2 adaptada a las mallas invo1ucradas, estos se utilizan para estimar 10serrores
de aproximaeion y comparar con 10s estimadores obtenidos en 1a siguiente seccion.
En este trabajo se represent an 1as diferencias Uh2 - Uh,h2 Y U~2 - U~,h2 (que se pueden obtener
a partir de los residuos) como estimadores cualitativos de 10s correspondientes errores U - Uh2 Y
U' - U~2'

u" = f(x,u),

se plantea el pseudoprob1ema

f(x, z) + p" - f(x, P),
z(O) = uo, z(b) = Ul

(22)

(23)

clonde P es un polinomio que se obtiene de integrar dos veces e1 polinomio interpo1ante Q a los
valores aproximados del segundo miembro de 1aecuaeion (21) eva1uado en la solucion aproximada
En 1a pnictica (ver [16]) se integra una ecuaeion auxiliar para e1 error w = z - u de 1a forma

af( "()au x,z)w+P - f x,P,

w(O) = 0, web) = 0

(24)

(25)

En [12] se desarrolla una caja de herramientas disenada para e1 anaJisis de datos en rmi1tiples
dimensiones y en especial mediante imagenes estereoscopicas en 3D.
En 10s gnificos se representa pE = -log Ierror I = y pE' = -log lax (error) I versus x de modo
de obtener representaciones 3D comparables en e1espacio tridimensional. E1 error representado
puede ser el error exacto, la estimacion del error, residuos locales y errores estimados por el
metodo de Zadunaisky.
En la Fig. 1 se comparan los resultados con las versiones superconvergentes correspondientes al
paso constante (y mas pequeno). En la Fig. 2 se representan 10serrores exaetos y los estimadores
de dob1e malla con el agregado de algunas de sus proyecciones con e1 fin de haeer mas claro el
anaIisis de los resultados. Se representan en verde 10s errores exaetos y en azul 10s estimadores
de doble mal1a. Se observa un comportamiento cualitativo anaIogo 10 que permite utilizar unos
u otros como panimetros de calidad re1ativa de las aproximaeiones.
En 1a Fig. 3 se representan los errores exaetos y 108 estimadores de error por e1 metodo de
Zadunaisky. Puede observarse que e1 comportamiento cualitativo de 10s errores es similar.
En 1a Fig. 4 se representan los errores exaetos para varias aproximaciones 1uego de aplicar e1
proceso de refinamiento de mall as tendiente a uniformar e1 error de aproximaeion. En color
verde se representan 10s errores correspondientes a una malla inicial. Se efectua una correccion
de prueba de la malla cuyos errores se represent an en azul. Observado e1 efecto de 1a correccion
se efectua un refinamiento de 1a mal1a anterior que se representa en negro. Aquf es posible



Figura 1: pE y pE' vs X, compaxacion de 108 casos de malla regular e irregular donde se observa
el efecto de superconvergencia asociado a la primera

Figura 2: pE y pE' vs X I se represent an los errores exactos y los estimadores dedoble maUa con
el agregado de algunas de sus proyecciones

observar que hay comportamientos diferenciales en las distintas zonas de elementos. Se refina
en la secciones izquierda y media y se logra mejorar en una de eUas el error (representado en
cyan) por 10 que se refina nuevamente paxa lograx uniformax el error en la paxte media, 10 que
se represent a en color magenta. Cabe destacax que al ajustax el error en la solncion se logra una
gran aproximacion en la derivada de la solucion en 108 extremos del dorninio de integraci6n. En
la presente ilustracion se ha omitido, con el fin de lograx sencillez en el ejemplo, el proceso de
adaptacion al pasar de cada una de las soluciones aproximadas a la siguiente.

Algoritmo adaptativo
EI proceso por el cual se adapta la malla ha sido explicado en el ejemplo precedente (ver Fig.
4). Se efectuan modificaciones locales de las mallas haciendolas mas gruesas 0 mas finas en las
distintas secciones del dominio (basandose en la observacion visual, la que pnede complementarse
con el estudio detallado de los residuos) yen fnncion de los resultados se refina 0 no cada seccion
de la malla hasta lograx el nivel de aproximacion y la uniformidad deseadas.
Adoptada una solucion aproximada (nivel k) se la asigna a la condicion actual y se ataca el
problema de aproximax la siguiente solucion numerica (nivel k + 1) en este proceso nuevamente
se esta en condiciones de refinar selectivamente la malla de elementos con el fin de uniformar
los errores en el nuevo nivel de aproximacion

La caja de herramientas para procesamiento de pares estereoscopicos
Se utiliza paxa la implementacion del algoritmo precedente una caja de herramientas (progra-
mada en Matlab, pero que admite su traducci6n automatica a un ambiente analftico y gnifico
basado en C++) quepermite la representaci6n de 108 paxes estereoscopicos en el formato repr&-
sentado en este trabajo y tambien paxa su observaeion on-line en la pantalla del procesador



Figura 3: pE y pE' vs x, se represent an los errores exactos y los estimadores de error por el
metodo de Zadunaisky.

Figura 4: pE y pE' vs x, se representan los errores exactos: verde: malla inicial, azul: malla
gruesa de prucba, negro: refinamiento de la malla anterior, cyan: refinamiento adaptativo de la
malla previa, magenta: refinamiento adaptativo de la malla cyan.

utilizando anteojos con filtros especiales que dejan pasar selectivamente los colores con los que
se desarrollan los gnificos. La caja de herramientas tambien esta. diseiiada para facilitar la
manipulacion de las imagenes en el espacio 3D.

Posibilidad de procesamiento automatizado
De los metodos descriptos se deduce la dificultad que se presenta para el procesamiento aut(}-
matizado del conjunto de rutinas del algoritmo adaptativo propuesto. Una de las principales
caracteristicas del mismo es su caracter holfstico que admite una posibilidad de realizacion cuan-
do se procesa en forma interactiva y, en funcion de un conjunto de observaciones, pues en este
caso el operador experto toma decisiones (en el contexto de 10 que se denominan matematicas
experimentales) que permiten manipular en forma positiva grandes conjuntos de informacion
concurrente y modificar la estructura de las aproximaciones para lograr el objetivo deseado.
La posibilidad de automatizar estos procedimientos se basa en la capacidad para analizar el
conjunto de resultados y extracr patrones de comportamiento (en este CaBO de los errores de
aproximacion) para lograr alcanzar la meta deseada (por ejemplo hacer que los niveles de error
sean uniformes, 0 no superen una cierta cota).

En este trabajo se ha present ado una metodologfa para la construccion y evaluacion de algoritmos
de resoludon aproximada de problemas de dos puntos no lineales y para el anaIisis y evaluacion
del error de los mismos. Se utiliza un dispositivo auxiliar basado en la representacion de los
errores en un ambiente estereosc6pico provisto por un toolbox grafico basado en Matlab 10que



facilita la evaluacion por parte del operador y la toma de decisiones de optimizacion del substrato
geometrico del algoritmo de solucion numerica de este tipo de problemas. Las estructuras que se
observan en las representaciones estereoscopicas son de relativamente simple observacion visual
pero dificiles de reducir a un proceso algorftmico automatizado. Sin embargo en el prf'Bente
trabajo se han dado pasos en la direccion de un procesamiento independiente de la supervision
del operador.
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