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El presente trabajo trata sobre la implementaci6n de una teselaci6n en poliedros del
dominio (dado por un conjunto de nodos f!jos) y de la definici6n y cilculo de funciones
de forma no-Sibsonianas cuyo alcance compacta sera el conjunto de poliedros que
comparten un dado nodo.

This work deals with the implementation of a polyhedral tessellation of the domain (given
by means of a set of fIXed nodes) and with the definition and calculus of non-Sibsonian
shape functions, whose compact support will be the set of polyhedra sharing a given
node.

EI problema de la generaci6n de mallas seria mucho mas sencillo si se pudiese dividir el dominio en
poliedros sin limitarse a utilizar tetraedros 0 hexaedros. La dificultad surge a la hora de calcular las
funciones de forma. El procedimiento estllndar consiste en transfonnar cada elemento en un elemento
estandar para facilitar la definicion y el cwculo de las funciones de forma. Esta transfonnacion impone
el primer criterio de calidad del elemento por la necesidad de mantener acotado el Jacobiano.

Nos preguntllbamos si era posible encontrar funciones de forma que cumplan con los requerimientos
estllndar para el MEF y se puedan utilizar en cualquier poligono/poliedro. La respuesta es positiva.

Las funciones de forma no-Sibsonianas[l] han side utilizadas con exito en un metoda sin mallas[2]. El
soporte de la funci6n de forma de un nodo es alli el entomo natural de dicho nodo. Con una ligera
modificaci6n, que por otro lado las simplifica, podemos utilizarlas en poliedros.

La caracteristica distintiva de los poliedros que generamos es que son casi esf6ricos, sus nodos no
estlln muy alejados de la esfera que 10 circunscribe. La esfericidad del poliedro se requiere en tanto
pretendamos que las funciones de forma sean positivas en los puntos de Gauss utilizados para la
integracion num6rica.

Los poliedros se fonnan por union de elementos de una clasica trianguIaci6n Delaunay, pero heredan
la continuidad de la teselaci6n de Voronoi'. Ademas, al unir poliedros dentro de una esfera se aumenta
la relacion de volumen del poliedro a volumen de la esfera con 10 que se mejora la calidad pues no
aparecen los grandes gradientes de las funciones de fonna que se presentan en los slivers u otros
elementos estllndar muy deformados.

En cuanto a las funciones de forma tienen todas las caracteristicas deseables para el MEF: son
sencillamente calculadas directamente en el elemento y en forma anaHtica; poseen un soporte
compacto que es el conjunto de poliedros que comparten el nodo; solo dependen de los nodos del
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elemento 0 contomo al coal pertenecen; tienen continuidad COentre elementos y"ademas reproducen
con exactitud cualquier funcion lineal.

A diferencia de cualquier metodo de generacion de mallas, liquf la posicion de los nodos no importa
demasiado; por 10 que podemos partir de cualquier distribuci6n de nodos interiores que represente bien
la geometria y nos provea la precision de caIcuJo requerida. Esto hace que el mismo proceso pueda ser
utilizado en metodos Lagrangianos 0 para defmir las conectividades entre nodos que requiere un
metodo sin malla.

En el presente trabajo discutiremos algunos detalles de la teselacion, el metoda utilizado para definir la
frontera, la union de poliedros y el caIculo de las funciones de forma y sus derivadas.

Dado un conjunto de nodos en d dimensiones, las esferas de Voronoi son las esferas defmidas por d+ I
nodos y que no contengan ning(m nodo en su interior. El conjunto de sfmplices formados con los
nodos que definen carla ~sfera es la triangulacion Delaunay del conjunto de nodos.

Los poliedros de Voronoi se forman al unir los centros de esferas vecinas que comparten d nodos que
seran las caras de los poliedros. El poliedro de Voronoi asociado a un nodo es ellugar geometrico de
los puntos que estan mas cerea de ese nodo que de cualquier otro.

Figura 1: Nodos en posici6n aleatoria (dentro de un cuadrado unitario) y cfrculos de Voronol.

EJ entorno natural de un punto se define como la union de las esferas que contienen al punta en su
interior 0 en su superficie. Los vecinos naturales de un punto (0 de un nodo) son los nodos que definen
esas esferas.

EI metodo que implementamos consiste en un algoritmo estandar de insercion aleatoria de los nodos
que encuentra el conjunto de esferas de n nodos en d dimensiones en un tiempo de orden nl+lId.

Con la precision finita de una computadora, la probabilidad de encontrar mas de d+ I puntos por esfera
noes nula y debe esperarse que tal cosa suceda. Para tratar con tales situaciones consideramos que un
nodo es interior a una esfera de radio r si es interior a una esfera un poco mayor, de radio r+&, con un
e del orden de la precision numerical. EI error que se comete consiste en que se eliminaran algunas
esferas demas y al reconstruir la triangulacion los tetraedros resultantes no seran estrlctamente los de
Delaunay; pero la diferencia es inapreciable para cualquier cuestion practica.

Si no sabemos a priori cuales nodos son de frontera, hay que definir un criterio para encontrarlos. El
mas comun es el criterio del dominio convexo que nos dara aquellos nodos que forman parte del
"convex hull" 0 envoltorio convexo del dominio. En nuestro caso, pretendemos trabajar tanto con
dominios concavos como convexos y aun con dominios disconexos, por 10 tanto hemosadoptado otro
critetio.



En la Figura I se ve que los ckeulos exteriores tienden a ser grandes, podemos entonces considerar
frontera a 10s nodos que pertenecen a una esfera de radio mayor que WI cierto limite a arbitrari02

• Se
puede ver que si a no es suficientemente grande, algunas esferas internas senm tomadas como
exteriores, 10 cual no es ning6n problema dado que en nuestro caso pretendemos reconocer "burbujas"
o huecos del dominio. EI valor del radio limite a se fijani de acuerdo a la geometrfa y a la fisica del
problema.

La posible existencia de mas de d+1 puntos coesf6ricos hace que la triangulaci6n Delaunay no sea
funci6n continua y ni siquiera univoca de la posici6n de los nodos. En cambio, la teselaci6n de
Voronoi' sf es continua y siempre estA bien definida.

Figura 2: VoronoI, Delaunay y clrculos de cuatro puntos cerca de Iadegeneraci6n.

Cuando las esferas son muy simil~, aparecen aristas muy pequeflas uniendo sus centros en la
teselacion de Voronoi'. Un pequeno cambia en la posici6n de un nodo puede provocar un cambia
abrupto en la triangulaci6n ("swapping" de diagonales). En ellimite, cuando las esferas son iguales, la
arista de Varanoi' se anula y la triangulacion queda indefinida.

Cuando hay esferas parecidas en el conjunto, consideramos que sus nodos forman un poliedro. En el
caso de la Figura 2, en lugar de dos triangulos consideramos un cuadrilatero formado con los cuatro
nodos. .

La medida de comparaci6n de las esferas es la distancia entre sus centros referida al radio, unificamos
dos esferas si la distancia entre sus centros es menor que un cierto limite: IIcI - C21! < br1"llU> donde bes
un valor adimensional arbitrario y rnos es el radio media cuadnitico. La comparaci6n se realiza entre
todos los miembros de dos familias de esferas iguales.

2 Las denominadas a-shapes son los distintos contomos (dependiendo de a) formados por aquellos puntos de Ia
nube por los que se puede trazar una esfera vacla de radio a.
3 Si los centros son pr6ximos, los radios son similares. Dos esferas de Voronol son similares si y solo si sus
centros son pr6ximos.



En principio, el valor de 8 se podna tomar igual al & anterionnente utilizado para analizar la
pertenencia de un punto a una esfera, pero dado que los efectos de la unificaei6n de esferas ban
demostrado ser muy positivos, decidimos probar con valores mas bien grandes y hemos utilizado
valores del orden de 10-1 sin complicaciones. -

Ademas de la identificaci6n de esferas pr6xirnas, un poliedro absorbe a otro cuando contiene a todos
sus nodos. EI caso mas frecuente es el de cuatro puntos bien distanciados y casi coplanares que fonnan
un tetraedro aplastado por aristas opuestas 0 "sliver".

En la Figura 4 se pueden ver algunos slivers fonnados en una disposici6n cubica perturbada de los
nodos. Se observa que tanto las caras del cubo como las diagonales paralelas de caras opuestas pueden
fonnar tetraedros aplastados, todos los cuales senin capturados por el poliedro cubico 0 uno vecino.

-0_' -

Figura 4: Tetraedros normales y slivers en una disposici6n casi cUbicade los puntos

Una vez definido el conjunto de esferas vadas que contienen a los nodos en su superficie, se pueden
calcular las funciones de fonna de cada nodo de un poliedro P en cualquier punto x en el interior del
poliedro.

Se construyen nuevasesferas yacias con el punto y cada cara4 de P. Los centros de las esferas son
vertices de otro poliedro V, que ciontiene a x yes el poliedro de Vorono! asociado al punto x en el
conjunto fonnado solo con Pyx.

4 En tres dimensiones, aim cuando haya mas de tres nodos coplanares las esferas se definen entre el punto y los
triangulos que provienen de los tetraedros de De/aunay.



Por cada nodo Dp de P hay una cara de V perpendicular al segmento que une x con np y cuyo plano

Wfl! DorII mitll1 ~ Imn!nto
S

, Dielll CIlI ~Ift{orIll. oor IIIfl8llDUI a~InI !1f1U d!fiBidO DO'
x. D.p y otro par de nodos6. El conjunto 0 de esos "otros" nodos se puede poner en secuencia circular
pues cada arista de Ia earn se corresponde con uno de dichos puntos, al nodo OqEO Ie corresponde el
par de esferas {x. 0p, Oql!l(m-1J>Oq}

7 Y {x. 0p, 0q, OqGll}, cuyos centros (Cq y CqGlI) definen Ia arista.

Definimos dentro del poliedro Ias funciones ;JI,..x) que resultan de dividir el area Ap de la cara8 de V
correspondiente al nodo Op por la distancia entre el punto y el nodo:

Para garantizar suma uno, la funci6n de forma no-Sibsoniana del nodo Op en el punto x se define como
el cociente entre la funci6n ;' en el nodo Y la suma de las mismas para todos los nodos del poliedro:

Figura 6: Funci6n de forma del nodo superior en distintos cortes de un poliedro esferico.

Se puede demostrar que la funci6n de forma d dimensional de un punto x que se aeerca a una cara
tiende a la funci6n de forma d-I dimensional en Ia cara. Por 10 tanto la funci6n resultara continua al
pasar de un poliedro a otro. Como puede verse en las figuras, en una cara 0 en una arista 0010 depende
de los nodos que la definen.

5 EI poliedro de VoronoTasociado a x es ellugar geometrico de todos 105 puntos que estan mas cerea de x que de
otro punto de P, por 10 tanto sus caras son perpendiculares a los segmentos que unen x con 105 nodos de P y 105
dividen por 18 mitad.
6 EI nodo Dp es vertice comUn de m caras en el poliedro P. V es el dual de P, las caras de cada uno se
corresponden con !as "vertex figures" del otro.

7 Las sumas «(B) en los Indices son m6dulo la cantidad m de vertices de Ia ~ de modo que OflBl es el vertice
posterior a Oq YOql!l(m_l) es el anterior en el orden circular antes mencionado.
8 En cualquier dimensi6n es 18 medida de Lebesgue (Iongitud, area, volumen, ...) dela cara.



Por su definicion, las funciones de forma de un nodo pueden calcularse en cualquier punto del entomo
natural del nodo (la union de las esferas del nodo), pero nosotros Iimitamos su alcance a la union de
los poliedros del nodo. F..s decir que la funcion de forma de un nodo en un poliedro solo estara defmida
dentro del poliedro.

Si P no es un poliedro exactamente inscripto en una esfera ("poliedro esferico") puede que un punta
interior x no este en el entomo natural de alguno de sus vertices9, pero para todo punta que este dentro
de la interseccion de todas las esferas unificadas, las funciones de forma de cualquier nodo resultariin
positivas. Con valores de b'razonables, es facil conseguir que los puntos de calculo (puntos de Gauss)
esten en el interior de dicha interseccion.

Por el teorema de Green, la integral de la normal a cualquier superficie orientable cerrada debe ser
nula. El poliedro de Voronoi" no es una superficie suave pero elteorema se cumple igualmente.
Podemos subdividir la integral de modo que la parte correspondiente a una cara (de normal constante)
sera igual al area de la cara por dicha normal. Aprovechando el hecho de que la cara es perpendicular
al vector (op - x):

0= Lp Ap (op -x) I !lop - xII = Lp Ap op / lIop - xll- Lp Ap x / lIop - xII,
x=:Ep [(Apllllip-xjI)I(LqAqlllnq -xlI)] Up =Lp ¢p op.

(3)

(4)

Es decir que las funciories de forma defmidasinterpolan al punto I yen tal caso se dice que tienen la
propiedad de ser coordenadas locales.

Por ser coordenadas locales y por tener slJllllituno, interpolaran con exactitud cualquier funcion lineal,
si T es cualquier tensor y t cualquier vector, ambos constantes,

A partir de aqui, consideraremos el origen en X, para evitar arrastrarlo en las ecuaciones.

Cada cara de V se corresponde con un nodo op y es un poligono formado con la sucesi6n circular de
centros {Cq} de las esferas definidas por x, op y otro par de nodos del poliedro. La superficie Ap de la
cara de V correspondiente al nodo op puede ser calculada subdividiendola en triangulos de area Apq

definidos por cada arista (cq, Cqtlll) y el pie de la perpendicular PP que es a su vez el punto medio del
segmento (x, Op):

PP = op/2.

Ap =LqApq.

(6)

(7)

Cada uno de esos triangulos puede ser visto como una cara de un tetraedro de volumen Vpq defmido
por los puntos {x, Pp, cq, CqIllJl. Aprovechando la perpendicularidad entre el segmento (x, pp) y el
triangulo (pp, cq, Cqllll) podemos poner:

Omitiendo el factor 2 constante que se eliminara entre el numerador y el denominado, nos queda la
funcion:

9 Se puede ver en la Figura 2.qtte un puntoen lamediahma izquierda no genera circul()s vaclos con el nodo de la
derecha pero tambien se ve que la intersecci6nde las rnedialunas con el pollgono esrnuy pequefla.



Derivando respecto de 110:

. k I ' k I . k I
ai( cq, CqGlh 01') = ejkl (aid q C q$1 0 l' + d q Oic qGlIn l' - d q C q$1 &t )

= (OiCq X CqGl( + Cq X aiCqGl!)' 01' - (cq, CqGlh ei) ( 11 )

Oi01'2 =-2 ll1'j S/=-2 npi (12)
2 i 4

airP'1'q = [(OiCq X CqGl! + Cq X OiCq$I)' np - (Cq, Cq$1t edJ I 01' + 2 (cq, Cq$h 01') 01' lop ( 13 )

OirP'p = "Lqaj,;'pq ( 14 )

OirPp= ("Lqaicjl'pq "Lr"Ls rP'rs - "LqrP'pq "Lr"LsOirP'rs)I ("Lr"Ls rP'rsi ( 15 )

APENDICE: DERIV ADAS DEL CENTRO DE UN CiRCULO Y DE UNA ESFERA
RESPECTO A UNO DE SUS PUNTOS DE DEFlNICI6N.

EI centro de la circunfer~nciapor los puntos {I, n' 0, O· I} es:

c=(n/nI2-n/n02)/2(00xnl)' (16)

Los vectores n son n'o I, y el signo.l representa el vector girado 90" en sentido positivo:

n/j=&;jn/ (17)

o;npj=.-5/

an 2_ 2n h:i_ 2n iip-- pOi-- P

aiDp.lj = - ekj Oik = - &;j

olno.lj nl2 - n/j n02) = 2 (n/j no; - no.lj nt i) + &ij (na2 - n/)

ai(OO x nl) = &jk (..o{ n/ - noj oh = &ij (no - nt Y = (nl 0 nolli

( 18 )

( 19)

(20 )

(21 )

(22 )

10 En el Apendice 1 se desarrollan las derivadas (o;.c) de Ios centros de esfera respecto a uno de sus puntos de
definicion.



aid = {[2 (nl.!J noi - nO.Lin, i) + Eii (no2.- n?)] 2 (00 X0,)-
(nli n,2 - n/i no2)2 (nl - nolk} 14 (00 x oti =

= [n/J no'i - no.Lin,' +eii (no2.-n?)/2 +d (no _n,ii] 1(00 X0')

EI centro de la esfera pO!,los puntos {x, 0'0,0',,0' z} es:

c = (Lp np 2. OpEIH XOpEll2) 1 2(00,0" oz).

Los vectores 0 = 0•- x, y el signo Ef) representa suma modulo tres.

Derivemos c respecto de x:

ain/ =-0./

ainp2. = -2 Dpi or = -2 npi

Vp = opEllJ X OpEll2

ai vpi = IJ.p{ = £jkl (-ol npEll21- DpElll
k o/) = [(OpEll2 - OpEllI) x eif

ai Lp np2. v/ = [Lp (Dp2. IJ.p/ - 2 np i v/)]

ai(oo, 01, oz) =-eikl (0/ nkl n1z+ !Yo 0/ n1z+~o nkt 0/)=- Lp (OpEilI X 0PEll2)i=_LpVpi

._ 2. j i i 2. it 2.aid-{[Lp(np!J.p, -2np Vp)](oo,nt,OZ)+(LpOp Vp)(Lqvg)}/2(oo,Ot,OZ)

ai~ [Lp (n/ Api 12 - np i Vp) + C (Lg vg
i
)] 1(no, Ot, Oz)
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