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RESUMEN

En este trabajo se usa una formula de Interpolacion Optimal en Puntos
Localizada (LOPI) en métodos de colocacién. LOPI es un interpolador que
reproduce polinomios y tiene funciones bases localmente soportadas
construidas a partir de esquemas de Interpolacion Optimal en Puntos
localizados con una particién de la unidad. El esquema resultante no depende
de grillas estructuradas y produce resultados de buena calidad en la solucion
de problemas elipticos de contorno.

ABSTRACT

The use of a Local Optimal Point Interpolating Formula (LOPI) in solving
PDEs with a collocation method is introduced in this paper. LOPI is an
interpolating formula that reproduces polynomials and has compactly
supported basis, constructed by localization of Optimal Point Interpolation
formulas by a partition of unity. The scheme is a meshless method that
produce high quality results and accurate solutions in elliptic boundary
problems.

INTRODUCCION

El concepto de resolver problemas elipticos mediante el uso de funciones bases radiales
(RBF) fue introducido por Kansa en 1990 [1,2] usando funciones radiales multicuadraticas
propuestas por Hardy [3]. El método MQ de Kansa es un esquema de colocacion sin grilla
estructurada que conduce a problemas de dimension finita con matrices completamente
llenas. En [4], Lancaster y Salkauskas modifican el método de interpolacion de Hardy con una
suma booleana de operadores de interpolacion de manera que la formula de interpolacion
resultante sea p-reproductiva (reproduce exactamente p-polinomios). Este esquema de
interpolacion también es global, esto es, usa todos los nodos en el dominio.

En [5], hemos localizado la férmula de Lancaster y Salkauskas mediante una particion de la
unidad, produciendo un esquema de interpolacién (LOPI) que tiene funciones bases
localmente soportadas y produce matrices ralas en el esquema de Kansa para resolver PDEs.
El principal objetivo de este trabajo es estudiar el comportamiento de LOPI en este método de
colocacién para resolver PDEs. Varios experimentos numéricos muestran que este esquema
puede producir soluciones con alto grado de precision.

INTERPOLACION OPTIMAL LOCALIZADA

En el espacio n-dimensional R", || .|| denota la norma euclidiana y B(y;r) es la bola abierta

{x=(x,.,%,) € R" |jx—yll<r} con centro y y radio r. Usaremos la notacién de multi-
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indices standard. En particular, dado un multi-indice k = (k,,...k,) € N", | k| denota la suma

ky+..+k,.

Sean f=(f;), #=1....K, valores en los distintos puntos de S = {x,,....x.},y g la funcién
radial definida por: ’

glx)=yl+c, |lx|f ey

Un interpolador exacto del dato f como combinacion lineal T'f f1(x) = Z; a,g(x—x;) de
trasladadas de la funcién g puede ser construido con ayuda del Vandermondiano V' de g.
Cuando V es inversible, los coeficientes a =(a;) estan dados por @ =V~ f. El operador T

no es p-reproductivo. Para aumentar T por medio de una suma booleana de operadores de
manera de volverlo p-reproductivo, efectuamos el proceso siguiente:

1
Sea {b,,....b,} = {x* }osuis, 1a base candnica del espacio P, de polinomios de grado menor o

igual a p y B la matriz de evaluacion de la base {b,,...,5,} en los nodos {x,....,x,} como es
habitual en los métodos de minimos cuadrados.

Si Qg :=(B"V™'B)"'B'V™', el polinomio Y _ sicp €101 (), donde ¢ = (¢, ) esta definido por
¢ =0 f, es el polinomio de grado p que mejor aproxima al dato f en el sentido de minimos

cuadrados. Ahora aplicamos el operador T para corregir la deficiencia en esta aproximacion.
Esto es, si definimos una matriz P, y funciones vectoriales v y b mediante las formulas

Py =V—[(1—BQS) ‘
v(x) = (8(x = X, )5..., (X — X)) )
b(x) = (by (x),..., b, (x)

el operador de interpolacion p-reproductivo esta definido por

I )(x) =<v(x), P f >+ < b(x),0sf >, x€R" 3)

donde <.,> es el producto escalar standard de vectores. Esta es la formula de interpolacion
global de Lancaster y Salkauskas llamada Interpolacién Optimal en Puntos ([4], 11.5) .,
aunque no es optimal en ningin sentido.

La férmula (3) luce formidable y computacionalmente costosa en la fase de preproceso,
especialmente en el calculo de V™' que requiere a priori O(K*) operaciones. Sin embargo,

se puede recurrir a algoritmos que reducen este costo a O(K.log(K)), y algunas veces O(X),
operaciones. Ver por ejemplo [6].

Procederemos ahora a la definicion de nuestra formula de interpolacion localizada. Sea Q un
dominio abierto acotado en R", G un conjunto arbitrario de N nodos x, 5, a=1,...N,
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y {(®,,W,)} una particion de la unidad asociada a los rnodos. Existen muchas maneras de
construir una particién de la unidad, sin embargo, por simplicidad y porque ser el esquema
utilizado en nuestros experimentos numéricos, construiremos una particioén de la unidad de la
manera siguiente.

Para ‘o =1,.,N, el abierto @, es una bola abierta B(x,;r,), r, > 0, tal que
Q cUB(x,;r,) y @, eslafuncién definida por

A .
$,(x):= exp(-—l"————], si |xlr, 4)

IxIf -r.

$.(x)=0, si llxlr,

Como es habitual, las funciones de la particion de la unidad son ahora definidas por

W, = -——-————~f”
Zﬁ:l ¢ﬂ

Definimos también para a = L,...,N, los conjuntos §, = {x 5 € GY . x s € w,}. Estoes, §,

es la estrella de nodos que rodean al nodo x, .

Si R" es el conjunto de posibles valores de funciones en los nodos de G", definimos un
operador de interpolacién LO : RY —» C”(R") mediante la formula

LOU)x) = Yy, (1S )x) W (x), feR y xeR" )
a=|

Es claro que la funcién interpoladora LO(f) tiene la misma clase de diferenciabilidad que las

funciones de la particion de la unidad, en nuestro caso, C”. No es dificil mostrar que- LO es
un operador lineal, es p-reproductivo, y satisface la propiedad delta-kronecker. Ademas, st

forman una base del operador de interpolacion en el sentido de que es valido, por linealidad,
la siguiente formula mas usual para un operador de interpolacion:

LON)=D fo Pus SER (6)

y en [5] mostramos que la clase de funciones {@,} es también una particion de la unidad.
EL METODO DE COLOCACION USANDO LOP1

El procedimiento seré ilustrado para PDE elipticas. Asumimos que el operador interior y los

operadores de borde P,B,,B,, son lineales, por simplicidad, y forman un problema eliptico
bien colocado:




548 -~  ENIEF-XII Congreso de Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

Pu(x)= f(x), xeQ
Byu(x)|r, = sy (x) @
Bu(x) |y, = 5,(x)

Aqui, B,, es un operador de Dirichlet y B, es un operador de Neumann o mixto. Después de
reordenar posiblemente, podemos particionar el conjunto de nodos en la forma:

-----

Buscamos una solucién aproximada de (7) de la forma
M, —
u, () = LO(S)X) = D, [, @ () + S,(x), x€Q ity
a=1 .

donde S, (x)= Z:’:M 230 (x)e. (%) Sustituyendo (8) en (7) y usando colocacion en los

nodos de G obtenemos el sistema:

Pu,(x) = 3 £.Pp,(x,) = £(x,) = PS,(x,), B=1,..M, ©)
BNu" (x)= ZfaBN¢a(xﬂ) =Sy (xﬂ) - BNSI)(xﬂ)’ ﬂ = Mm’-"» Mz

Naturalmente, es dificil utilizar en la practica la expresién (8). Es mejor escribir la
aproximacion u, en la forma:

u, (x) =Y I, (f18,)x) W, (x) (10)

y proceder como anteriormente. Un algoritmo eficiente para busqueda rapida de nodos
proximos puede ser de mucha utilidad en este caso (ver [7]).

La implementacion directa de (9) en problemas de contorno de Neumann o mixtos crea
algunos efectos que pueden reducir la precision del método de colocacion. Esto puede ser
porque la discretizacién en los nodos del borde excluye la discretizacion de la ecuacion
principal que gobierna el sistema en estos nodos (uan ecuacién por nodo), asi que sélo los
nodos internos sopottan dicha ecuacién y ademas, en los nodos dei borde, la estrella S, tiende
a tener forma no simétrica, con el centro de masa corrido hacia el interior del dominio.

Cuando la geometria del dominio lo permite, la precision de la solucién puede ser mejorada
con la estrategia siguiente, que adoptaremos en nuestros experimentos numéricos: en cada

nodo x, € I’y agregaremos un nodo externo en la direccién de la normal exteriorde Iy a
una distancia compatible con la medida de la grilla utilizada y, por supuesto, con la geometria
de 0Q. De esta forma, incrementamos el nimero de nodos, un nodo més por cada nodo

x, € [y, y seguiremos el esquema, comun en la comunidad usuarios de diferencias finitas, de
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imponer dos ecuaciones por nodo x, € [',: una ecuacién resultante de las condiciones de
contorno y otra del operador principal P .

CONDICIONES PARA LOS EXPERIMENTOS NUMERICOS

E! conjunto de nodos G . Utilizamos un algorimo para generar grillas random, pero-con la
condicién de no tener nodos demasiado proximos. Concretamente, fijado un h>0,
generamos nodos al azar en el dominio y lo aceptamos en la grilla solo si no estan proximos a
otro nodo en una distancia por ejemplo igual a 0.6h. Este algoritmo tiende a generar grillas
con una cierta uniformidad en la distribucién de nodos y cada nodo esta relativamente bien
rodeado de nodos a distancias aproximadas a & .Es claro que estableciendo una funcién de
aceptacion que varia en el dominio se obtienen densidades diferentes en regiones diferentes.
Aun asi, con esta metodologia la distribucién de nodos no es tan despareja como en grillas
generadas totalmente al azar. La figura 1 muestra una grilla con un selector variable de 0.07
en el borde hasta 0.02 en el centro del dominio. En cada punto del dominio, si el selector en
ese punto tiene el valor 0.6k, podemos interpretar a 4 como la medida de la grilla en ese
punto.

En descargo del uso de estas grilla relativamente buenas, podemos decir que, como en
cualquier método que use particiones de la unidad, la eleccion de la particion, de la forma de
los soportes, etc., no puede ser tan ciego como en nuestra simple cleccion. Hay que
proporcionar algoritmos elaborados de seleccién de estos componentes para evitar las
oscilaciones que se producen en aproximaciones en puntos no cercanos a los nodos. Pero esta
cuestion no sera tratada aqui.

Figura 1. Grilla generada con selector de aceptacion variable

La particion de la unidad y la funcién radial. En cada nodo x, donde la medida de la grilla
es h, elegimos el radio de la bola w, igual a 2.3h,. Hemos encontrado experimentalmente

que el parametro 1,, en (4) puede producir también variaciones en la oscilacion del error en
métodos con particién de la unidad. En nuestros experimentos se ha usado con buenos
resultados 4, =0.08.

Es bien sabido también el efecto fundamental que ejerce en la calidad de la aproximacion una
correcta eleccion del parametro ¢, en la funcion radial (1) [8, 9, 10]. En este trabajo hemos
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usado la siguiente seleccién: para todas las funciones radiales asociadas al operador local

1, hemos fijado ¢, =0.08/h," .

Medidas de Error. Todos nuestros ejemplos son bi-dimensionales y esto explica el cambio
de notacion en los errores. En todos los casos hemos medido el error no s6lo en los nodos
donde la aproximacion tiende a comportarse mejor, sino que también en una grilla uniforme
E de medida 0.025. Los errores medidos fueron:

em= max(x,y)eE ' u(X,J/)—uh(x,y)!
emx = max(y yek | Ux (X, ¥) ~up « (%, )]

emy =maxX(y y)eg | Uy (X, ¥) ~up (%, ¥)|

em12=\/M Z|u(x,y)—u;,(x,y)|2

VB e

- 1Q
mﬂ:\/ﬁ 3l 5 - ) P
(x.9)eE

Q ‘
emyl® = 124 E Iuy(X,y)"uh,y(xJ)lz
|E| :
(x,y)eE

A efectos comparativos, cuando Q es un cuadrado de lado [, se puede usar como medida &
de la grilla el nimero introducido en [11]: A=1/(N —1) (N es la cardinalidad de la grilla de
nodos).

EXPERIMENTOS NUMERICOS

Modelo 1. Este problema representa a los mas simples y bien comportados problemas
elipticos de tipo Dirichlet. Casi cualquier método se comporta bien en este problema.

Uy + Uy, =0, Q={(x,»|0<xy<1}
uloQ=g

s 4 1. 3 3 2 2
Solucién real: g(x,y)=-x" —y” +3x“y+3xy

Los resultados, para grillas con selector uniforme, estan resumidos en la Tabla I

Tabla I

Ndf (h) em emx eny eml? emxi? emyl 2

110 (0.105) |8.11e-4 1.24e-2 1.51e-2 2.53e-4 2.15¢-3 2.11e3
484 (0.047) |1.41.e-4 |2.43e-3 1.48e-3 3.55e-5 2.51e-4 2.23e-4

Este ejemplo ha sido tratado por Aluru [11] con un esquema modificado del Reproducing
Kernel Particle Method (RKPM). Se puede observar que LOPI tiene un notorio mejor
comportamiento, a pesar que RKPM usa 6 veces més grados de libertad.
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Modelo 2. Helmholtz en un cuadrade. Este problema tiene mdas complejidad, con
coeficientes variables y la solucién tiene varias oscilaciones.

Upy + Uy — [100 + cos(27x) + sin(3my)lu = f(x,y), Q={x»0<x,y<l}

ujoQ="0

Solucién:

u(x, y) ==0.31[5.4 - C(RIS@Y? - )54 - COMA+v(x,7)*) ™" ~05]

C(2) = cos(4nz), S(x)=sin(mx), v(x,y) =4(x - 0.5)2 +4(y — ().5)2

Este ejemplo ha sido tomado del modelo B de ELLPACK, pag. 265 [12]. La tabla IT resume
nuestros resultados y muestra que el método se compara bien con los métodos tradicionales de

ELLPACK.

Tabla 11

Naf (7)) em emx emy eml? emxl? emyl®

570 (0.065) |4.09e-3 |8.80e-2 _ |1.06e-1 1.18¢-3 1.78e-2 181e-2
485 (0.047) [6.58e3 |149%¢2  [1.39c2  |683e-4 _ |7.35¢-3 §.96e-3

Modelo 3. Problema mixto.

Upy tUyy = -872 cos(27x)sin(2ny) , Q={(x,|0<x,y<1}
u=0, y=01; u,=0, x=01
Solucion real: u(x,y) = cos(2mx)sin(27y)

Resuitados:
Tabla 111
Ndf em |  emx emy emi? emxl? emyl?
270 4.44e-3 3.53e-2 8.75¢-2 1.33e-3 6.20e-3 6.46e-3
581 2.66¢e-3 1.81e-2 2.91e-2 5.26e-4 3.81e-3 3.27e-3

Remarcamos que en este ejemplo los errores maximos son también medidos en el borde
Neumann, ver {13].

DISCUSION

A pesar de que si bien los métodos basados en colocacion son notorios por su sensibilidad de
la solucién a la eleccién correcta de los nodos de colocacion, el método es flexible y produce
buenos resultados con una cantidad reducida de nodos. Esto muestra mas que nada la eficacia
de interpolacién de LOPL Seria interesante estudiar el uso de LOPI en métodos integrales que
son menos sensibles a la colocacién de los nodos y recurren a derivadas menores de la
funcién interpolada.
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