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The presented work consists in analyzing the behavior of a new method in devel-
opment called Meshless Finite Element Method (MFEM). This method is a meshless
method that uses polyhedral elements. These polyhedra use special shape functions
that behave as linear finite element shape functions when the polyhedra are tetra-
hedra or a triangle in 2-D. MFEM has found to have remarkable results in 3-D.

EI presente trabajo consiste en analizar el comportamiento de un nuevo metodo
en desarrollo Hamado Meshless Finite Element Method (MFEM). Este es un metodo
meshless que utiliza elementos poliedricos. Estos poliedros utilizan funciones de
forma especiales que se comportan como !as funciones de forma de elemento finito
lineal cuando el poliedro es un tetraedro 0 un triangulo en 2-D. Se han obtenido
resultados remarcables en 3-D.

La soluci6n aproximada de la ecuaci6n diferencial de Laplace con distintos terminos fuente y con-
diciones de contorno sera contrastada con la soluci6n exacta para cada problema en particular.
La aproximaci6n es hecha con diferentes metodos tales como:

1. Elementos Finitos lineales (FEM)j

2. Meshless Finite Element Method (MFEM);

3. Moving Least Squares (MLSQ);

4. Fixed Least Squares (FPM)[3]j

5. Smooth Particle Hydrodinamyc (SPH)[4];

6. Natural Element Method (NEM)[6];
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La intenci6n del presente trabajo es evaluar 105metodos numericos mencionados en ejemplos
de tipo meshless, donde Ill. nube de puntos tiene una distribuci6n aleatoria. En particular es de
interes observar el comportamiento de MFEM en estos casos y su posible implementacion en
problemas mesWess. El comportamiento de los diferentes metodos se describe a continuacion
asi como los problemas resueltos.

La busqueda de Ill. conectividad entre nodos con un algoritmo acotado en el tiempo que nos
de un soporte de integracion consistente tanto en 2-D como en 3-D es el objetivo fundamental
de los metodos sin mallas. Un metodo que utiliza mallas con fuerte trayectoria te6rica como
Elementos Finitos (FEM) pareda haber superado esta prueba, utilizando Ill. triangulaci6n de
Delaunay (tetraedros en 3-D) para definir la conectividad entre los nodos. Sin embargo para
una misma distribucion de puntos el problema de las conectividades entre nodos utilizando Ill.
triangulacion de Delaunay puede tener mas de una salucion (Fig. 1). Esto adiciona al tiempo de
iteraci6nes del algoritmo de Delaunay el tiempo de iteraci6nes hombre para mejorar Ill. estetica
final de Ill. triangulacion. El problema anaIogo al de la Fig. 1 pero en 3-D se puede ver en la
Fig. 2.

Figura 1: Inestabilidades en Ill. triangulaci6n de Delaunay. Cuatro nodos en el mismo circulo,
l.que triangulo elegir?

El metodo MFEM es una generalizaci6ndel Metodo de Elementos Finitos para obtener funciones
de forma Unicaspor elemento en un tiempo acotado y con un algoritmo automatico para cual-



quier distribucion de nube de punt08 en donde las funciones de forma dependeran Unicamente
de 108nodos del elemento.
En un problema donde 108punt08 son parte del problema fisico (nod08 como representacion de
materia) y estos se mueven segUn !as ecuaciones de gobierno como pueden ser las ecuaciones de
Navier-Stokes (Fig. 3), la configuracion de la nube de puntos que define la discretizacion del
continuo puede tomar configuraciones locales como en la Fig. 1. En un problema dependiente del
tiempo como el mostrado en la Fig. 3 esto implicaria intervenciones manuales para solucionar
el problema de la conectivedad de punt08 en la triangulacion de Delaunay, trabajo tedioso y
practicamente imposible.

Figura 3: Ejemplo de un problema fisico donde 108nodos de la discretizacion son tambien parte
de materia del problema.

En un caso como en las Fig. 1 Y Fig. 2 MFEM resuelve las indeterminaciones tomando todo
el poligono (poliedro en 3-D) circunscripto en el circulo (esfera en 3-D) como elemento. Esto
no 8610resuelve las indeterminaciones sino que tambi~n absorve aquellos posibles poliedros de
vohlmen "nulo". Evidentemente una gran parte del dominio estara definido por la triangulacion
de Delaunay y solamente donde esta presente problemas de indeterminacion se crearan poligonos.
Una vez que el dominio es~ totalmente particionado en poligonos definimos como funcion de
forma dentro de carla poligono la interpolacion No-Sibsoniana[5]. Si m = (ml, m2,··· ,mM) es
un conjunto de nodos que pertenece a un poliedro, la funcion de forma N;(x) correspondiente
al nodo m; en un punta interno x se define primero construyendo el diagrama de Vorono! del
conjunto {m U x} y luego calculando:

donde 8;(x) es la superficie del diagrama de Vorono! correspondiente al nodo i y h;(x) es la
distancia entre el punta x y la superficie de Vorono! (Fig. 4).
La interpolacion No-Sibsoniana cumple con !as siguientes propiedades:

1. 0 ~ N(x) ~ 1

2. E~l N;(x) = 1

3. N;(xj) = 6;;

4. x =E~lN;(x)x;

A la definicion particular de la funcion de forma No-Sibsoniana para un conjunto de nodos en
la misma. esfera de Voronoi se Ie adiciona. Ias siguientes propiedades:

1. Sabre Ia superficie de un poliedro, la funcion de forma depende Unicamente de los nodos
de esta superficie;



2. en superficies triangulares (0 en todos los contornos poligonales en 2-D), laBfunciones de
forma son lineales;

3. si el poliedro es un tetraedro (0 triangulo en 2-D) las funciones de forma son las funciones
de forma lineales de elementos finitosj

4. debido a la propiedad 1, las funciones de forma tienen continuidad Go entre dos poliedros
vecinos;

5. como todos los nodos de los elementos estan sobre la misma esfera, la evalu8cion de la
funcion de forma y sus derivadas es muy simple.

Los pasos del algoritmo para MFEM son:

2. generar los elementos poliedricos utilizando los nodos de la esfera y los nodos de todas las
esferas coincidentesj

3. calcular las funciones de forma y sus derivadas, utilizando la interpolacion No-Sibsoniana
en todos los puntos de Gauss necesarios para evaluar las integrales de la formulacion debil.

De esta manera queda definido el metodo Meshless Finite Element Method (MFEM) como un
metodo verdaderamente meshless ya que laBfunciones de forma dependen exclusivamente de la
posicion de 10s nodos y los pasos 1 y 2 del algoritmo estan acotados en el tiempo evitando la
"cosmetica de mallas" normalmente necesarias en generadores de mallas 3-D.

La evaluaci6n se hara en 2 etapas. La primera de elIas sera un ejemplo 2-D con todos los
metodos mencionados y la segunda sera un caso 3-D en donde intervendran solo algunos de estos
metodos. Como las nubes son aleatorias Betoman 10 nubes de punt os para tener un muestreo
suficientemente amplio en cada metodo. Es decir cada problema tendra una aproximacion
diferente en cada nube de puntos.
Tanto para los ejemplos 2-D como para los 3-D habran 2 configuraciones de nubes de puntos
basicas:



• .distrihuci6I! de_pUJ.ltosestructurada ~u domle lospun.tos se perturban un determinado
porsentaje de h.

En cualquiera de los casos los puntos del contorno no se modifican y siguen respondiendo a una
distribucion estructurada.

1
g=---

lu(e)lmaz

NP
_1_ "[u(e) _ u(e)]2NP L..J 1 1

1=1

• N P es el nUmero de puntos en 180 nubej

• ute) es la solucion calculadaj

• u(e) es 180 solucion exacta.

1
h=hx=hy= VNPNP-1

Para ambos casos (2-D y 3-D) usaremos el mismo criterio de evaluacion del error. Para evaluar 180
convergencia Beevaluara. cada metoda en 4 configuraciones diferentes con diferente ca:ntidad de
puntos cada una: 5 x 5, 9 x 9, 17x 17, 33 x 33 (y sus an8.logosen 3-D). Con estas aproximaciones
se calcula el error para cada caso y se confecciona una gr8.ficalog (g) VBlog(h). La pendiente de
esta curva representa 180 convergencia aproximada del metodo numerico.

Evaluaremos 180 solucion de Ia ecuacion de Laplace para las siguientes condiciones de borde de
Dirichlet[2]:

(-2kY(1- Y) + (ky(1 - x)(1- y) - kxy(l _ y))2

)

ekxy(l-x)(l-y)
-2kx(1 - x) + (kx(1- y)(1 - x) - kxy(1- x))2 k/16

l-e

1_ ekxy(l-x)(l-y)

u(x, y) = 1_ ek/16

donde k = 200 para nuestro ejemplo.
Para este problema se evahwon lOBdiferentes metodos numericos dando valores de convergencia.
como los que se muestran en 180 Fig. 5.
Los tipos de convergencia que se observan en la Fig. 5 para 180 funci6n estan sintetizaclos en 180
tabla 1.
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Figura 5: Convergencia en granco logaritmico para la funci6n de los distintos metodos (izq.)
numericos y sus derivadas (der.).

I Method I Function I x derivative I y derivative I
MFEM 2.5 1.4 .1.4
FPM 2.1 2.0 2.0
FEM 2.1 1.4 1.4
SPH 1.9 1.3 1.3
NEM 1.9 0.8 0.8
MLSQ 1.6 0.9 1.0

En este caso se evaluara la soluci6n de la ecuaci6n de Laplace en 3-D con las mismas condiciones
de coutorno de Dirichlet an8.logas a las def:i.nidaspara el ejemplo 2-D:

( -2kyz(1- y)(1 - z) + (kyz(1 - x)(1 - y)(1 - z) - kxyz(1 - y)(1 - z»2

-2kxz(1 - x)(1 - z) + (kxz(1 - x)(1 - y)(1 - z) - kxyz(1 - x)(1 - z»2 (8)

-2kxy(1 - x)(1 - y) + (kxy(1 - x)(1 - y)(1 - z) - kxyz(1 - x)(1 _ y»2)

ek:z:y(l-:z:)(l-y)

1- ek/64

La soluci6n analitica de este problema es

1- ek:z:y.:(l-:z:)(l-y)(l-.z)
u(x,y,z) = 1- ek/64

Doude k=200 como en el caso 2-D.
En este caso vamos a contrastar MFEM, FEM y FPM en un cubo 3-D con una nube de puntos
perturbada O.025h como se explic6 anteriormente y otro caso donde la nube sera. generada
completamente random. Este ultimo caso es de particular interes ya que lOBtinicos metodos que



daran una solucion satisfactoria son MFEM y FPM. En esta prueba el porcentaje de elementos
de volillnen "nulo" (ver Fig. 2) es suficientemente grande (14% de los elementos) para que FEM
falle.
Los graficos de error Be presentan a continuacion. En la Fig. 6 vemos las curvas de convergencia
para el caso de nube perturbOOa.

r-.

Figura 6: Convergencia en grafico logaritmico para las funciones (izq.) y sus derivOOas (der.)
para el caso de la nube perturbada 0.025h.

La convergencia Be observa en la tabla 2.

I Method I Function I x derivative I y derivative I z derivative I
FPM 1.96 1.8 1.8 1.8

MFEM 1.8 1.41 1.39 1.4
FEM 1.25 0.26 0.52 0.43

Por otro 1000 la Fig. 7 muestra la convergencia para el caso de las nubes random que se puede
observar en la tabla 3.
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Figura 7: Convergencia en gratico logaritmico para las funciones (izq.) y sus derivOOas (der.)
para el caso de la nube random.



Method
FPM(SF)

MFEM(WF)

El metodo MFEM ha probado una buena perfomance en la soluci6n de la ecuaci6n de Laplace con
fuente exponencial. En 2-D MFEM Bedesempefia de foona similar a 108 metodos tradicionales.
Sin embargo en 3-D la diferencia es notable y MFEM a demostrado mayor capacidad en la
soluci6n de problemas de nube de puntos frente a otros metodos tradicionales como FEM.
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