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RESUMEN

La produccién de cuitivos es afectada por la oxigenacién insuficiente y la generacion de
anhidrido carbonico por actividad microbiana de los suclos. Diversos autores han
estudiado los mecanismos de los problemas de aireacion en los sistemas de produccion
mediante 12 formulacion de modelos cuyas ecuaciones resultantes son resueltas sobre
dominios fijos. Se presenta un modelo de frontera libre para la difusién y el consumo de
oxigeno en agregados esféricos de suelo. Se calcula la solucion exacta del estado
estacionario y se presenta un algoritmo computacional basado en el método shooting
para problemas de absorcion-difusion unidimensionales. Se presemtan aigunos
resultados preliminares y comparativos con aquellos obtenidos por métodos clasicos de
elementos finitos.

ABSTRACT

The crops production is affected by the low aeration and the generation of anhidric
carbonic resulting from biological activity in soils. Numerous authors have studied the
mechanism of acration problems in the production systems on fixed domains. A model
of free boundary for the diffusion and consumption of oxygen in spherical aggregates of
soil is presemted. It is computed the exactly solution of the stationary state and a
computational algorithm based in shooting method for problems of absorption-diffusion
one-dimensional is presented. It is presented some preliminary and comparative results
with those obtained by classic methods of finite elements

INTRODUCCION
La produccién de cultivos estd afectada por la oxigenacién insuficiente y la generacién de anhidrido

carbénico por actividad microbiana de los suelos. Diversos autores han estudiado los mecanismos de los
problemas de aireacion en los sistemas de produccién mediante modelos de simulacién donde se
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resuelven ecuaciones diferenciales sobre dominios fijos con variadas condiciones iniciales y de contorno
[1,2,3].

Se describe a continuacion el proceso fisico que origina un modelo matematico de frontera libre para la
difusién y el consumo de oxigeno en un medio esférico [4,5]. Primero s¢ permite difundir el oxigeno en
el medio de modo tal que parte de él es absorbido y eliminado del proceso de difusion [4]. La
concentracion de oxigeno en 1a superficie fija del medio se mantiene constante. La primera fase continda
hasta alcanzar un estado estacionario en el cual el oxigeno no penetra mas lejos dentro del medio
(segunda fase).

La provisién de oxigeno se corta y la superficie del medio se aisla de manera que no entre ni salga mas
oxigeno. El medio contimia absorbiendo el oxigeno disponible en su interior y por tanto, la frontera libre
que establece una separacion entre la zona de concentracion positiva y la zona de concentracion nula de
oxigeno respectivamente, y que marca ¢l ancho de penetracion maximo en el caso estacionario,
comienza a retroceder hacia la frontera aislada (tercera fase).

El problema consiste en localizar €l movimiento de la frontera libre y determinar la distribucién de
oxigeno en el medio esférico. La ecuacion que gobierna la difusién-reaccion de un gas en un agregado
esférico homogéneo y saturado con agua de radio T,; es la ecuacion de la difusién en coordenadas
esféricas con una fuente constante negativa M, y coeficientes de difusion y porosidad D y «
respectivamente [1,2,3]; es decir,

1

9 2
eC=5 2 (DFC)+M M)

donde: € > 0 es la porosidad del agregado,
C =C(r,t) es la concentracion interna de gas transformada en concentracion de
equilibrio en aire [mol m™},
t es el tiempo [seg],
r es la distancia desde el centro de la esfera [m],

D es el coeficiente de difusion del gas disuelto en la solucion suelo {m?® seg],
M es el término de reaccion [mol m> seg].

Los modelos matematicos para las tres fases del problema planteado son

Etapa Difusiva (Problema D)

Consiste en determinar la concentracion transiente 'C = C(r;t) y la frontera de separacion S = S(1) que
satisfacen el siguiente problema de frontera libre parabélico

ec.*‘:D(C,+~2’C,)+M, S £r<rg, ,t>0;
T

Cr0) =C, , SO <srt<1,;
Cg,t) =C,, , t>0

CS@)t) = C(S(t)t) =0, >0,
S(0) = b .

Etapa Estacionaria (Problema E)
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Consiste en determinar la concentracion estacionaria C = C(r) y la frontera libre s que satisfacen el
siguiente problema de frontera libre eliptico

—D(C”+£C')=M, s <r<g ;
r

Cr,) = Co s
CGs) = C(s) =0 .

Etapa de Consumo (Problema C)

Consiste en determinar la concentracion transiente C = C(r,t) y 1a frontera de separacion s = s(t) que
satisfacen el siguiente problema de frontera libre parabolico

aCt=D(C,,+£C,)+M, s) sr<r, ,t>0;
r

Cro) =C(m, s sr<r;
Clgest) =0, t>0

Cst)t) = Cs()t) =0, t>0;
s(0) = s* .

L

donde: C.. > 0 esla concentracion inicial de gas en la Etapa Difusiva [mol m”],
C_. > 0 esla concentracién externi de gas en la Etapa Difusiva [mol m®],

S = 8(t) es la frontera libre en la Etapa Difusiva [m],
s =s(t) esla frontera libre en la Etapa de Consumo [m],

(C".5") esla solucién de Ia Etapa Estacionaria.

Se calculé la solucién exacta del estado estacionario bajo una adecuada restriccion y se estudi6 la
convergencia de un algoritmo numérico basado en el método de discretizacién de lineas para la ctapa
difusiva mostrando que el procedimiento esta bien definido. Por otro lado, se verificd que el estado
estacionario se alcanza sélo cuando el tiempo tiende a oo.

En este trabajo, utilizando coordenadas esféricas y un término de reaccion constante, se gencralizan
resultados obtenidos en {6] para el caso unidimensional.

DESARROLLO

Efectuando cambios de variables los Problemas D y E se transforman en los siguientes adimensionales

Etapa Difusiva (Problema DA)
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" 5 .

BRw=u, - — U -M, 0<p<syr), >0
P — P

u(pa0)=uiﬂ’ OSPSP:G;

<u(0,t)--—;-, T>0;

u(s(t),r) = u,(s(x)r) =0, >0,

s(0) = p, -
Etapa Estacionaria (Problema EA)

. " 2 . ! 3 ’ -

uwp) - ————u p) - M =0, 0=<p<c<s;
Pg — P

. 1

0) = = ;

Ju’(0) 7

w@s) =u () =0

Fijado un paso de tiempo constante k, paracada n=0, 1, 2, ... se definen

t, = n k
S, s(z,)

up) = up,7,)

[}

es decir; en cada paso, s, es la posicion de la frontera librey u, = u,(p) es la solucion de Ja
fase difusiva cuando © = 1.

La derivada respecto del tiempo se aproxima utilizando el método de Euler hacia atras

un - un—l
. S T 2
u, % )
y la ecuacion diferencial en derivadas parciales
ut=uw——2——up—M' 3)

adopta la siguiente forma discreta usando el método de lineas

u"—_&'-;‘—=u;—-—2—u'—M' . @
k pq—p

Definiendo q° = % y 8, lafuncién real dada por



Gonzalez Adriana M., Reginato Juan C., Tarzia Domingo A. ’ 605

- M si =1

n
8.7 "{— M o+ g ou,@ s ono>l

elProblema‘DAsexeanphmpmhsigtﬁeﬂesuwsiéndeproblmmsdeﬁonteraﬁbm@mblanas(h))

n 3

(. 2 .
- 0P + ——— u,(P) + ¢ wP) =g, 0<p<s
Pg — P

(s) =0 . n=12 3 .

Sejusﬁﬁéateéﬁcanmthuemdaunodelos Problemas (P, ) tiene una dnica solucion garantizando que
el procedimiento de aproximacién esti bien definido. Para ello se¢ prueban resultados de existencia y
unicidad, y se verifica que la solucién obtenida es positiva y decreciente en su dominio.

Con este procedimiento se¢ han obtenido dos sucesiones (s,)y ., v (u,)r ., que poscen las siguientes
caracteristicas

s, <8.,, YneN y u, <u,,, en (0s,).

La solucién explicita del Problema EA (s",u”) € (0,p5) x C*(0.s") esta dada por la siguiente
expresion

u'(p) =

M [(p., - -0y, g ~ ) p

1 .
_— — s p € (0s5)
2 3 2 Py — P) p.s)

donde s° es la uinica solucion de la ecuacion

Pe - X |+ + X _Ps 3 x € (0,p%) ©®)
® 2 p, 2 2 M e
bajo la restriccion
- M he > 0.

>
6 DC, 1 -3z b +2%

En procesos fisicos, la etapa difusiva culmina en la etapa estacionaria. El procedimiento de
discretizacion puede continuarse para n tendiendo a infinito permitiendo mostrar que

o lim s = s,
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Para hallar Ia solucion del Problema DA se utiliza un algoritmo numérico basado en la combinacion del
método shooting para localizar el movimiento de la frontera libre y en la resolucién de una ecuacién
diferencial ordinaria para determinar la distribucién de oxigeno en el medio esférico.

Al computar (s,,u,) se combina el método de la secantc con el método de Runge-Kutta de cuarto
orden a través del siguiente proceso: se resuelve un problema del tipo

®) —u'(p)+‘—);fzz——';u'(p)+q2 up) =gp), 0<p<s;

us) = u(s) = 0.

(donde s es conocida), se calcula u(0) - ;— y se obtiene un nuevo valor de s usando el método de
la secante hasta que el cero s, se encuentre de acuerdo con la precision de Ia maiquina. De esta
manera, u, es la solucién del iltimo problema con valores en la frontera.

Datos Iniciales

k, paso del tiempo en la discretizacion
e, tolerancia
S, ¥ §,, valores iniciales de la frontera libre

Primer Paso
n =1
s = 8§

Subrutina para resolver el Problema (P,) mediante ¢l método de Runge-Kutta de cuarto orden
denotando a la solucion u = u(p)
u{p) = u(p)

si | y(0) — % < e entonces finalizar

Comienzo de la Iteracion

Subrutina para resolver el Problema (P,) mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden
denotando a la solucién u = u(p)

u,(p) = ulp)
u, (0) - % < ¢ entonces finalizar

_ _ B l S, — S,
s“*‘ - s“ (un(O) 2) “n(o) - un—l(o)

si

Fin de la lteracidn
Finalizar
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RESULTADOS

El algoritmo s¢ implementd en MATLAB v se realizaron calculos con los siguicntes datos extraidos de
Ia literatura [3]

T, =002 m
e = 0396
D =143 x 10" m?/seg
M = - 31825 x 107 mol/m® seg
C. = 9375 mol/m’.

Para 8 dias el radio anaerébico resulté de 0.011739 m (93,6% del volumen total det agregado) y para
40 dias de 0.011736 m (93,5% del volumen total del agregado) lo que muestra una variacion
précticamente nula en el tiempo transcurrido. Sin embargo estos calculos son preliminares y el modelo
puede ser generalizado incluyendo la produccion de anhidrido carbonico debida a la respiracion en el
agregado. ‘
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RESUMEN

Este informe muestra como es usado el cédigo computacional del Método de los Paneles
para lograr una mejora aerodinamica durante el disefio del ala. Fl esfuerzo fue hecho para
reducir la resistencia inducida del ala y evitar la pérdida en la puntera.

ABSTRACT

This paper presents how to use a Panel Method computational code as a way to achieve
an acrodynamic improvement during the wing design. The effort was made to reduce the
wing induced drag and to avoid the wing tip stall.

INTRODUCCION

La optimizacién del rendimiento acrodinimico en los plancadores es un problema muy importante,
dado que las performances ' (maxima relacién de planeo, minima veloc. descenso y veloc. media cross
country, etc.) dependen principalmente de la magnitud de la resistencia acrodinimica. A esta altima la
podemos dividir basicamente cn 3 tipos: resistencia inducida, resistencia de perfil y resistencia
parasita. En la fig. 1 sc muestra el porcentaje de variacion de la resistencia para un rango de
coeficiente de sustentacion (C.) tipico de operaciones.

Este estudio se centrara exclusivamente en la resistencia inducida, dado que esta es aproximadamente
€l 60 % de 1a resistencia total para altos C;. Los veleros invierten un 50 % del tiempo de vuelo en las
térmicas %, es decir, durante el vuelo a baja velocidad (Cy, entre 0.8 y 1.2). Este vuelo por lo general se
desarrolla con deflexion de alerones, pero ¢n este caso se analizara la condicion de vuelo longitudinal,
o sea ¢l bastén de mando centrado.

De acuerdo a la teoria de la linea sustentadora de Prandt] > el minimo valor de resistencia inducida se
obtiene con una distribucion de circulacion T eliptica, este tipo de distribucién puede originarse con
un ala de planta alar eliptica sin alabeo o con una planta alar arbitraria y alabeo geométrico y/o
aerodinamico. Por lo tanto el problema de la optimizacién se reduce a obtener una distribucion de
sustentacion eliptica sobre el ala.

Actualmente en la industria acronautica el Método de los Paneles (MP) es usado rutinariamente
durante la etapa de prediscfio para el analisis en flujo subsénico de cuerpos de forma compleja, tales
como configuraciones ala(W)-fuselaje(F)-empenajes(E). Esta técnica numérica simple y de probada
capacidad, conmsiste en resolver el problema estacionario suponiendo un fluido sin viscosidad,
incompresible ¢ irrotacional, es decir, un problema de flujo potencial. No obstante, los resultados
obtenidos con la teoria de flujo potencial son aplicables sin restricciones a numerosos casos reales



