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En este trabajo calculamos la birrefringencia electrica para un modelo de "macroi6n
variIla quebrada" (MVQ) . El modelo MVQ esta compuesto por dos macroiones tipo
varilla de longitud L unidos en un extremo, con un lingulo X entre ellos, y una fuerza
restauradora proporcional a dicho lingulo en la bisagra. Los terminos principales del
tensor polarizabilidad 6ptica del MVQ con respecto al sistema de coordenadas fijo en la
molecula, se obtuvieron por la adici6n de los tensores polarizabilidad 6ptica de cada
brazo del sistema. Considerando un mecanismo en el cual la polarizabilidad electrica de
un macroi6n varilla es proporcional al cuadrado de su longitud, calculamos el tensor
polarizabilidad electrica del MVQ. Para obtener la expresi6n final de la birrefringencia
electrica, es necesario calcular promedios estadisticos sobre todas las conformaciones
(variaciones dellingulo X), asi como tambien promedios sobre todas las orientaciones y
todas las velocidades, en presencia del campo electrico. Estos calculos se realizaron
mediante metodos numericos. A pesar de que el modelo matematico planteado no es
demasiado complejo, hemos obtenidoun ajuste aceptable entre los datos experimentales y
la teoria.

In this work, we calculate the electric birefringence for a hinged bent rod macroion (BRM).
The BRM model is composed of two rod like macro ions of length L with a restoring force
proportional to X , the bending angle at the hinge. The principal terms of the optical
polarizability tensor of the BRM with respect to the molecular coordinate system were
obtained by adding up the optical polarizability tensors of each arm of the system. We
calculate the BRM's electric polarizability tensor considering a mechanism where the
electric polarizability of a rod-like macro ion, is proportional to the square of its length. To
obtain the final expression of the electric birefringence, it is necessary to calculate the
statistical averages over all conformations (variations of angle X) as well as over all spatial
orientations and over alI velocities in the presence of the electric field. Through this
approach, numerical calculations are carried out. Though the BRM model is quite simple,
we have obtained and acceptable fitting between the theory and the experimental results.

La mayoria de los fluidos se vuelven birrefringentes cuando se les aplica un campo electrico, l .El
fluido se comporta como un cristal uniaxial con el eje 6ptico en la direcci6n del campo electrico. En
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suspensiones coloidales, si las moleculas son rigidas, el fen6meno tiene su origen en la orientaci6n de
las moleculas intrinsecamente anisotr6picas par la acci6n del campo. Este fen6meno, en el caso de
moleculas flexibles, ocurre por la orientaci6n y deformaci6n de las mismas. La muestra presenta dos
indices de refracci6n, nil en la direcci6n del eje 6ptico y n.Len la direcci6n perpendicular al mismo. La
birrefringencia inducida en un fluido por la acci6n de un campo eIectrico se denomina birrefringencia
electrica. Esta se define como la diferencia de los dos indices de refracci6n, ~n = nil - n.L. Una
funci6n usada en la comparaci6n de los valores te6ricos con ·Ios experimentales, es la funci6n
orientaci6n de la birrefringencia electrica en el estado estacionario, 11> = !1nl !:In,, donde ~s es la
birrefringencia para campos electricos infinitos. Se han desarroUado diferentes teorias que relacionan
la birrefringencia electrica de soluciones con las propiedades 6pticas y electricas de las moleculas del
soluto. Con este fin se establecieron diversos modelos moleculares que sirvieron para comparar la
birrefringencia electrica medida con la calculada y determinar los parametros electricos y 6pticos de
las moleculas [1,2,3]. Estas teorias se aplican a particulas rigidas, sin embargo, la molecula de ADN
presenta flexibilidad molecular en su comportarniento electr06ptico para longitudes mayores que
600A [4].

En nuestro trabajo, usamos el modelo varilla quebrada (MVQ) para calcular la birrefringencia electrica
de fragmentos de ADN [5]. Dicho modelo estA compuesto por dos macroiones tipo varilla unidos en
uno de sus extremos, formando una bisagra elastica. Las propiedades electricas caracteristicas del
MVQ son, Sll polarizabilidad electrica y un momenta permanente originado por la distribuci6n
asimetrica de carga del sistema con respecto a su centro de difusi6n. Utilizamos los lineamientos
generales de la teoria desarroUada por Yoshioka [6]. Para ello, realizamos el calculo numerico directo
de las expresiones generales de la birrefringencia electrica, sin expresar los resultados como series de
potencias. Aplicamos los calculos a nuestro modelo de cadena continua, que es mejor que el modelo
discontinuo "trumbell" usado por Yoshioka [6], para representar una molecula lineal semiflexible.

Modelo de varilla quebrada

EI modelo de macroi6n varilla quebrada esta compuesto por dos brazos tipo varilla rigida de longitud
L con un angulo X entre eUos y una energia potencial elastica en la bisagra igual a

I
V = 2C(z- xoY

donde, I> es la con stante ellistica y Xo es el angulo para la configuraci6n de energia minima.



Para estudiar el comportamiento de los macroiones en los procesos electr06pticos, es necesario
considerar sus propiedades flsicas can respecto a su centro de difusi6n [7]. Por elIo, fijamos el MVQ
en un sistema de coordenadas molecular xyz con su origen ubicado en dicho centro, como muestra la
Fig.I. El centro de difusi6n est! en la bisectriz del Angulo entre las dos varillas y el eje x coincide con
esa bisectriz. El sistema de variHa quebrada est! en el plano zx y XOD es la distancia entre el centro
de difusi6n D y la bisagra del MVQ, 0 en la grMica. L1amamos XoM a la distancia entre el centro de
masa M y la bisagra O.

La birrefringencia electrica de una soluci6n es funci6n de los terminos principales de los tensores
polarizabilidad 6ptica, 0.°, eIectrica, o.E, y del momenta dipolar electrico permanente, Jl, del MVQ.

El caIculo de estos parametros ha side desarrollado en [5]. Los terminos principales del tensor 0.° con
respecto al sistema de coordenadas fijo en la molecula, se obtuvieron por la adici6n de los tensores
polarizabilidad 6ptica de cada brazo del sistema.

Considerando un mecanisme en el cual la polarizabilidad electrica de un macrai6n varilla, en la
direcci6n de su eje longitudinal, (aE

), • es proporcional al cuadrado de su langitud, tenemos

~=~~ rn
y la polarizabilidad transversal, (aE).L ' resulta

dande, Kl Y K.L son las constantes de polarizabilidad electrica paralela y perpendicular al eje

longitudinal del macroi6n lineal y a, la distancia perpendicular al eje en la que se pueden desplazar
los contraiones ligados al macroi6n. En este trabajo consideramos K

11
= K.L = K

[

2Ki col(z /2) +2KLasin(x /2)
(aftB~= 0

o
00]2KLa 0
o 4KisiJ(z/2)+2KLa;ol(x12)

Una distribuci6n de carga asimetrica can respecto al centro de difusi6n, origina un momenta dipolar
permanente [7]. En nuestro caso, este momento dipolar, para cada configuraci6n determinada por el
Angulo X, puede expresarse



donde, Ad es la densidad lineal de carga de cada rama del MVQ Y %DM es el vector distancia desde el
centro de difusion al centro de masa, que depende del angulo x, Y cuyo modulo vale

La posici6n del centro de difusi6n,XOD fue calculada empleando el modelo de simulaci6n dado por
Garcia de la Torre [8], que representa a un cuerpo, cualquiera sea su forma, como un conjunto de
esferas que abarcan todo su volumen y emplea las ecuaciones que describen el comportamiento
hidrodinlunico del sistema, teniendo en cuenta las interacciones entre sus componentes. En nuestro
caso particular, cada brazo del MVQ se modeliz6 como una cadena de esferas contiguas de 12 A de
radio, coincidente con eI radio del ADN hidratado, junto con una esfera del mismo tamafio en la
bisagra. De esta manera, obtenemos la posicion del centro de difusi6n para cada una de las
configuraciones utilizadas en el promedio estadistico empleado en el calculo de la birrefringencia
electrica.

La orientaci6n espacial de la molecula se describe con respecto a las coordenadas de sistema de
laboratorio x'y'z', en terminos de los angulos de Euler e,cP,\jI. La birrefringencia electrica de un
conjunto de moleculas flexibles no interactuantes, es directamente proporcional a la diferencia entre la
polarizabilidad 6ptica por molecula, en la direcci6n paralela y perpendicular al campo aplicado [6].

A •• _ (3C1")[k- iA-1 0 A\k- _ ~ lA-I 0 A\ ~]
LY' - n" .a. t ).\ .a. ).}

donde, k y J son los vectores unitarios paralelo y perpendicular al campo, respectivamente, aO es el
tensor polarizabilidad 6ptica en el sistema de coordenadas fijo en la molecula, A es la matriz de
transformaci6n del sistema de coordenadas de laboratorio al sistema fijo en la molecula, Cl es el
numero de moleculas por unidad de volumen y n el indice de refracci6n del medio (soluci6n). EI
corchete en la Ec. (8), representa el promedio estadistico sobre todas las conformaciones (variaciones

del 8.ngulo X), asi como el promedio sobre todas las orientaciones(B,¢ y lfI)y sobre todas las

velocidades (x', y', z' B, ¢, '/', X) en presencia del campo electrico.
EI promedio,(A-'ao Ai , se expresa

\ ,

H es el Hamiltoniano del sistema, H =U(B,¢,'I',X)+T(;',;'';'B,~,~,Z)' siendo U la energia potencial
y T la energia cinetica. La energia potencial se escribe como la suma de tres terminos que representan
tres tipos de energia. El primer termino representa la energia de interacci6n entre el momenta dipolar
permanente y el campo electrico, up ~ -A-I .jJ.E , el segundo termino es la energia de interacci6n entre
el momento dipolar inducido y el campo electrico, U/ = -(1/2)E.(A-1aE A).E , mientras que el tercer
tcrmino corresponde a la energia potencial elastica, UE = (1/2}.e.(X- Xo)2. La energia cinetica, T, esta
dada por



donde el termino entre parentesis representa la velocidad de una a-particula de la molecula con
respecto al sistema de laboratorio, x'y'z', ma es la masa de la particula, v, es la velocidad lineal del

origen del sistema de coordenadas fijo en la molecula con respecto al sistema de laboratorio, CO, es la
velocidad angular con respecto al sistema de laboratorio, Va es la velocidad de una a-particula de fa
molecula con respecto al sistema xyz fijo en la molecula y Fa es su vector posicion. Desarrollando la
expresion (10) obtenemos

Carla uno de los seis terminos de lasuma puede ser interpretado, en el mismo orden, como, debido al
movimiento de traslaci6n de la moIecula considerada como un todo, debido a Jos cambios de
conformacion del macroion MVQ, debido a la rotacion de la molecula considerada como un solido
rfgido, debido a la interaccion entre traslaci6n y conformacion, debido a la interaccion entre traslacion
y rotacion y, par ultimo debido a la interaccion entre conformacion y rotacion. La expresion (11)
puede escribirse como

donde las q; son las coordenadas generalizadas del sistema. Para el caso particular de un macroion
MVQ, lasccordenadasq;son qJ =x', q2 =y', q3 =z', q4 =0, q5 =rjJ, q6 =If/ q7 =X y iI,
implica dq;/ dt. Usando estas coordenadas generalizadas, los coeficientes B

'1
resultan

81l = BZ2 = B33 = 2M

Bl2 = BD = B21 = B23 = B31 = B32 = B46 = B64 = B74 = 875 = B76 = B47 = B57 = B67 = 0

B41 = BJ4 = 2MRxa3lsenlf/

B42 = B24 = 2MRxa32senlf/

B43 = B34 = 2MR,a33Senlf/

B11 == Bl5 = 2MRx(a2J cosO - a31senOCOSIf/)

B52 = B2S = 2MRx(a22 cosO -a32senOCOSIf/)

BS3 == B3S = 2MRJa23 cosO - a33sen0 COS If/)

B6J == Bl6 == 2MRxa2J
B62 = B26 = 2MRxa22
B63 == B36 == 2MRP23 (13)

B71 = Bl7 = 2Mrx(x)a1l
Bn == B27 == 2Mrx (x)a12
B73 == B37 = 2Mrx (x)al3
B44 ~ III COS

2
11f + I22sen2

11f
BS4 = B4S = III senBsen'l'cos'I' - 122 senBsen'l'cos'I'
Bss = III sen2 8sen2 'I'+ 122 sen2 8cos2 'I'+ 133 cos2 B



B65 = B56 = 133 cosO

B66 = 133

B77 =2M/(x)

M es la masa de cada brazo del MVQ, I es el termino ij del tensor inercia I ,relativo al sistema fijoy

en la molecula, aij son los terminos de la matriz de transformacion desde el sistema de laboratorio al

sistema fijo en la molecula. En la expresi6n (9), la integracion con respecto alas coordenadas

La expresi6n final de la birrefringencia electrica en el estado estacionario, basandonos en el modelo
MVQ, se escribe

!:ln = N HJ.~(-UIkBT)[Ao~(3COS2 B -l)-~ Bo(1-cos2BX2sin2lf/ _1))~1/2 dttJ¢xJrpdx (17)

N= (~)JHJe(-U/BTlIBrz dtl:l;dllldx

Ao YBo son funciones de los terminos del tensor polarizabilidad 6ptica, que se expresan de la siguiente
manera

Ao = a33
0

- ~(allo -a22
o)= (a, 0 -ai~X3Sin2(X/2)-1)

Bo = (a22
o -all

o)= -2(~0-aiO }cos2(x/2)

(19)

(20)

Para ca1cular la funci6n de orientacion de la birrefringencia electrica en el estado estacionario,
cI> = /1nl /1n" necesitamos una expresion para ~ns . Para un MVQ, la birrefringencia electrica de

saturacion, ~ns, coincide con la de un macroion tipo variHa rigida de longitud 2L, cuyo valor es

41l'C) 0 0
!:In.= -;;-(a" -ad

EI determinante de la matriz B, con los terminos By de la expresi6n (13), se calcula simbolicamente
usando el Programa Mathematica de Wolfram Research Inc. Los valores de XOD necesarios para el
clilculo de los Bij, obtenidos del programa Hydrox de Garcia de La Torre (modelo de simulaci6n



explicado anteriormente) son valores discretos que corresponden a ciertos valores del angulo X .
Mediante el Programa Microcal Origin 5.0 de Microcal Software Inc., ajustarnos estos valores de
manera de obtener una funci6n polin6mica continua de grado 9, la cual se introduce en el programa
general de calculos.

El valor de ~n se encuentra mediante la Ecuaci6n(l7) empleando el metodo de integracian de Gauss.
Debido a lasinietria cilindrica de la funci6n de distribuci6n con respecto al campo electrico, la
integraci6n con respecto a cP se resuelve en forma directa, por 10 cual el calculo de ~n involucra s610
tres variables. Para este caso, el metodo de Gauss se escribe

I 1 1 n n n

f f fF(O,!V,x)illi\lkix= LLLP;PJPtF(Oj'!Vj,Xt)
-1 -I -1 i=-t j=l k=l

donde, ai, IjIj, Xk son los ceros del polinomio de Legendre de grado n, Y Pi,. Pj" Pk los pesos respectivos.
Empleando n=32, el error de calculo no excede el 1%.

Comenzamos nuestro analisis cstudiando el comportamiento de la funci6n de orientaci6n <l>para un
parametro de ajuste introducido en el modelo MVQ: la constante elastica del macroi6n MVQ, E. La
Fig.2 muestra un grafico de esta funci6n de orientaci6n versus E2 para diferentes valores de E, medida
en ergios , y un lingulo X en la bisagra de 180°. La curva (a) corresponde a una con stante elastica E

muy grande donde la molecula se comporta como una varilla rigida de longitud 2L; a medida que E

aumenta, el valor de <l>dis~inuye. La existencia de una variaci6n considerable de esta funci6n para
diferentes valores de E, nos permite realizar un ajuste de estas curvas tearicas con curvas
experimentales correspondientes a un polielectrolito dado, con el fin de obtener la constante elastica
del mismo (ver ejemplo de ajuste en [5] ).
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Figura 2: Funcian de orientaci6n de la Birrefringencia electrica en funci6n de E2 para varios valores de
la con stante elastica E medida en ergios: (a) I 10,11,(b) 5 10,13,(c) 2 10,13.(d) 1,5 10,13,(e) 1,0 10,13.
Los otros parlimetros del sistema son : L = 492A, K = I IO,5cm, X 0= 1800 Y A.d= 2,82x I 0,3esu/cm.

Por otro lado, en nuestro trabajo anterior [5], como una primera aproximaci6n, solamentc
consideramos la energia cinetica de rotaci6n mientras que en este trabajo usamos el Hamiltoniano
H completo, es decir, consideramos la energia cinetica de rotaci6n y la de traslaci6n. Haciendo los



cltlculos de la funci6n orientaci6n <I>con este procedimiento y con el anteriormente citado, y
comparando los resultados obtenidos, vemos que son coincidentes hasta la cuarta cifra significativa.

EI modelo MVQ tiene en cuenta los distintos parametros caracteristicos de un polielectrolito flexible:
la elasticidad, la carga, que origina un momento dipolar electrico permanente respecto del centro de
difusi6n, y las polarizabilidades electrica y 6ptica. Por ello, consideramos que es un modelo adecuado
para estudiar las propiedades electro6pticas de fragmentos de ADN y, a traves de elIas, analizar la
influencia de factores extemos que afecten la estructura del ADN en soluci6n
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