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RESUMEN

En este trabajo calculamos la birrefringencia eléctrica para un modelo de “macroién
varilla quebrada” (MVQ) . El modelo MVQ estd compuesto por dos macroiones tipo
varilla de longitud L unidos en un extremo, con un angulo y entre ellos, y una fuerza
restauradora proporcional a dicho angulo en la bisagra. Los términos principales del
tensor polarizabilidad 6ptica del MVQ con respecto al sistema de coordenadas fijo en la
molécula, se obtuvieron por la adicion de los tensores polarizabilidad optica de cada
brazo del sistema. Considerando un mecanismo en ¢l cual la polarizabilidad eléctrica de
un macroidn varilla es proporcional al cuadrado de su longitud, calculamos el tensor
polarizabilidad eléctrica del MVQ. Para obtener la expresion final de la birrefringencia
eléctrica, es necesario calcular promedios estadisticos sobre todas las conformaciones
(variaciones de! angulo ), asi como también promedios sobre todas las orientaciones y
todas las velocidades, en presencia del campo eléctrico. Estos célculos se realizaron
mediante métodos numéricos. A pesar de que el modelo matemético planteado no es
demasiado complejo, hemos obtenido un ajuste aceptable entre los datos experimentales y
la teoria.

ABSTRACT

In this work, we calculate the electric birefringence for a hinged bent rod macroion (BRM).
The BRM model is composed of two rod like macroions of length L with a restoring force
proportional to % , the bending angle at the hinge. The principal terms of the optical
polarizability tensor of the BRM with respect to the molecular coordinate system were
obtained by adding up the optical polarizability tensors of each arm of the system. We
calculate the BRM's electric polarizability tensor considering a mechanism where the
electric polarizability of a rod-like macroion, is proportional to the square of its length. To
obtain the final expression of the electric birefringence, it is necessary to calculate the
statistical averages over all conformations (variations of angle i) as well as over all spatial
orientations and over all velocities in the presence of the electric field. Through this
approach, numerical calculations are carried out. Though the BRM model is quite simple,
we have obtained and acceptable fitting between the theory and the experimental results.

INTRODUCCION

La mayoria de los fluidos se vuelven birrefringentes cuando se les aplica un campo eléctrico, E . El
fluido se comporta como un cristal uniaxial con el eje optico en la direccion del campo eléctrico. En
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suspensiones coloidales, si las moléculas son rigidas, el fenémeno tiene su origen en la orientacion de

las moléculas intrinsecamente anisotrapicas por la accion del campo. Este fendmeno, en el caso de
moléculas flexibles, ocurre por la orientacion y deformacion de las mismas. La muestra presenta dos
indices de refraccion, ny en la direccion del eje optico y n,; en la direccién perpendicular al mismo. La
birrefringencia inducida en un fluido por la accién de un campo eléctrico se denomina birrefringencia
eléctrica. Esta se define como la diferencia de los dos indices de refraccion, An = ny, - n;. Una
funcion usada en la comparacién de los valores teéricos con los experimentales, es la funcién
orientacion de la birrefringencia eléctrica en el estado estacionario, ® = An/An,, donde Ang es la

birrefringencia para campos eléctricos infinitos. Se han desarrollado diferentes teorias que relacionan
la birrefringencia eléctrica de soluciones con las propiedades dpticas y eléctricas de las moléculas del
soluto. Con este fin se establecieron diversos modelos moleculares que sirvieron para comparar la
birrefringencia eléctrica medida con la calculada y determinar los pardmetros eléctricos y 6pticos de
las moléculas [1,2,3]. Estas teorias se aplican a particulas rigidas, sin embargo, la molécula de ADN
presenta flexibilidad molecular en su comportamiento electrodptico para longitudes mayores que
600A [4]. :

En nuestro trabajo, usamos el modelo varilla quebrada (MVQ) para calcular la birrefringencia eléctrica
de fragmentos de ADN [5]. Dicho modelo estd compuesto por dos macroiones tipo varilla unidos en
uno de sus extremos, formando una bisagra elastica. Las propiedades eléctricas caracteristicas del
MVQ son, su polarizabilidad eléctrica y un momento permanente originado por la distribucion
asimétrica de carga del sistema con respecto a su centro de difusion. Utilizamos los lineamientos
generales de la teoria desarrollada por Yoshioka [6]. Para ello, realizamos el calculo numérico directo
de las expresiones generales de la birrefringencia eléctrica, sin expresar los resultados como series de
potencias. Aplicamos los calculos a nuestro modelo dé cadena continua, que es mejor que el modelo
discontinuo “trumbell” usado por Yoshioka [6], para representar una molécula lineal semifiexible.

TEORIA

Modelo de varilla quebrada

El modelo de macroion varilla quebrada esta compuesto por dos brazos tipo varilla rigida de longitud
L con un angulo x entre ellos y una energia potencial eldstica en la bisagra igual a

1
4 =Ee(x—xo)2 (1)

donde, € es la constante elastica y y, es el angulo para la configuracién de energia minima.

ZA/

Figural: Modelo de Macroién Varilla Quebrada (MVQ)
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Para estudiar el comportamiento de los macroiones en los procesos electrodpticos, es necesario
considerar sus propiedades fisicas con respecto a su centro de difusion [7]. Por ello, fijamos el MVQ
en un sistema de coordenadas molecular xyz con su origen ubicado en dicho centro, como muestra la
Fig.1. El centro de difusion esta en la bisectriz del 4ngulo entre las dos varillas y el eje x coincide con
esa bisectriz. El sistema de varilla quebrada esta en el plano zx y Xop es Ja distancia entre el centro
de difusién D y la bisagra del MVQ, O en la gréfica. Llamamos Xou a la distancia entre el centro de
masa M y la bisagra O.

Parametros necesarios para el cdlculo de la birrefringencia eléctrica

La birrefringencia eléctrica de una solucion es funcion de los términos principales de los tensores
polarizabilidad optica, o, eléctrica, of, y del momento dipolar eléctrico permanente, fz, del MVQ.
El calculo de estos parametros ha sido desarrollado en [5]. Los términos principales del tensor o’ con
respecto al sistema de coordenadas fijo en la molécula, se obtuvieron por la adicién de los tensores
polarizabilidad optica de cada brazo del sistema.

20,° cos’(l) + 2a"1sin’(£) 0 0
2 2 Q@
a® = 0 2a,° 0
0 0 2a°si?| £ |+2a,°cos?| £
! 2 * 2

Considerando un mecanismo en el cual Ia polarizabilidad eléctrica de un macroién varilla, en la
direccion de su eje longitudinal, @ )l , es proporcional al cuadrado de su longitud, tenemos

_ 2
o =KL ©)
y la polarizabilidad transversal, (”)  , resulta
a; =K, La @
donde, K y K, son las constantes de polarizabilidad eléctrica paralela y perpendicular al eje

longitudinal del macroién lineal y a, la distancia perpendicular al eje en la que se pueden desplazar
los contraiones ligados al macroién. En este trabajo consideramos Ku =K, =K

2KP cod(y/2)+2KLasif(x/2) 0 0
(s = 0 2KLa 0 )
0 0 4KPsit(y/2)+2KLacod(2/2)

Una distribucion de carga asimétrica con respecto al centro de difusion, origina un momento dipolar
permanente {7]. En nuestro caso, este momento dipolar, para cada configuracién determinada por el

angulo y, puede expresarse

=231 pp (6)
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donde, A4 es la densidad lineal de carga de cada rama del MVQ y x,,, es el vector distancia desde el
centro de difusién al centro de masa, que depende del &ngulo %, y cuyo médulo vale

Xpm = Xoum ~ *op )]

La posicion del centro de difusion, x,,, fue calculada empleando el modelo de simulacion dado por

Garcia de la Torre [8)], que representa a un cuerpo, cualquiera sea su forma, como un conjunto de
esferas que abarcan todo su volumen y emplea las ecuaciones que describen el comportamiento
hidrodindmico del sistema, teniendo en cuenta las interacciones entre sus componentes. En nuestro
caso particular, cada brazo del MVQ se modelizé como una cadena de esferas contiguas de 12 A de
radio, coincidente con el radio del ADN hidratado, junto con una esfera del mismo tamafio en la
bisagra. De esta manera, obtenemos la posicion del centro de difusion para cada una de las
configuraciones utilizadas en el promedio estadistico empleado en el calculo de la birrefringencia
eléctrica.

Calculo de la birrefringencia eléctrica

La orientacion espacial de la molécula se describe con respecto a las coordenadas de sistema de
laboratorio x’y’z’, en términos de los adngulos de Euler 8,0, y. La birrefringencia eléctrica de un
conjunto de moléculas flexibles no interactuantes, es directamente proporcional a la diferencia entre la
polarizabilidad dptica por molécula, en la direccién paralela y perpendicular al campo aplicado [6].

2 o T ) o o 4\
An =(—fﬁj[k.\A ’.a".A>.k ~-j{4'a .A).j] 8
n / \
donde, K y 7 son los vectores unitarios paralelo y perpendicular al campo, respectivamente, o° es el

tensor polarizabilidad Sptica en el sistema de coordenadas fijo en la molécula, A es la matriz de
transformacion del sistema de coordenadas de laboratorio al sistema fijo en la molécula, ¢, es el
namero de moléculas por unidad de volumen y n el indice de refraccién del medio (solucion). El
corchete en la Ec. (8), representa el promedio estadistico sobre todas las conformaciones (variaciones

del angulo %), asi como el promedio sobre todas las orientaciones(d,¢ y w)y sobre todas las

velocidades (;’, ).z', 2'8,8,w, x ) en presencia del campo eléctrico.

Lo \
El promedio, { 4 ’aOA/;- , S€ expresa

[(aa® 4l dpdgdyyd x'd y' d 2 dédgdydy

<Av_la0A>= (9)

Ie(’””””deMV/dxd ;:'d).)'d z.’ dédgdydy

H es el Hamiltoniano del sistema, H =U(8,¢,v, )+ T(;;', }:', M é, 4;5, y/ ,%) , siendo U la energia potencial
y T la energia cinética. La energia potencial se escribe como la suma de tres términos que representan
tres tipos de energia. El primer término representa la energfa de interaccion entre el momento dipolar
permanente y el campo eléctrico, U, =—4~" i.E, el segundo término es la energia de interaccién entre

el momento dipolar inducido y el campo eléctrico, U, = ~(1/2)E(4 'a*® A).E, mientras que el tercer
término corresponde a la energia potencial elastica, U, = (1 / 2)5,( 7 -x,) Laenergia cinética, T, esta
dada por

T=—;—Zma(§,+\7a+a'5,xi’a)2 (10)
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donde el término entre paréntesis representa la velocidad de una q-particula de la molécula con
respecto al sisterna de laboratorio, x'y’z’, m,, es la masa de la particula, ¥, es la velocidad lineal del

origen del sistema de coordenadas fijo en la molécula con respecto al sistema de laboratorio, @, es la
velocidad angular con respecto al sistema de laboratorio, ¥, es la velocidad de una g-particula de la

molécula con respecto al sistema xyz fijo en la molécula y 7, es su vector posicion. Desarroilando la
expresién (10) obtenemos

T=%mev,2 -F%E:mava2 +%Zma(a”), me)2 +Zma17, Y, +

(1
+Zma‘-;l (a-.)l xFa)+Zma{;a ((-(}1 XFa)
a a

Cada uno de los seis términos de la suma puede ser interpretado, en el mismo orden, como, debido al
movimiento de traslacion de la molécula considerada como un todo, debido a los cambios de
conformacion del macroién MVQ, debido a la rotacién de la molécula considerada como un sélido
rigido, debido a la interaccion entre traslacion y conformacion, debido a la interacci6n entre traslacién
y rotacién y, por dltimo debido a la interaccion entre conformacién y rotaciéon. La expresion (11)
puede escribirse como

77

1 ..
T=§ZZBM 9 (12)

=l j=1

donde las g; son las coordenadas generalizadas del sistema. Para el caso particular de un macroion
MVQ, las ccordenadas gison ¢, = x', ¢, =)', ¢,=2',9,=0,9,=¢, 4, =¥ g, =%y 4,
implica dq;/ dt. Usando estas coordenadas generalizadas, los coeficientes B, resultan

Byy = By =By =2M
By = Bi3 = By = By3 = By = Byy = Byg = By = Byy = Bys = Byg = Byy = By = Bg; =0
B, =B, =2MR «a, seny
B, = B,, =2MR a,,seny
By =By, =2MR ayseny
B, =B, =2MR, (arZI cosf — a,,senf cos y/)
By, = B, = 2MR (cz,, €036 — s, 5enf cosyr)
B,, = B,; = 2MR (a,, cos8 — a,,send cos w)
By = Bs =2MR,a;,
By, = Bys = 2MR, 0y,
By, =By, =2MR o, (13)
B, =B, = 2Mr,(,z)a“
B, = By, =2Mr, (l)alz
By =By = 2er(l)a13
B, =1, co8’ y+1,5en’y
Bsy = Bys = I} sen@seny cosy — I, sen@seny cosy

Bss = Iy sen’ @sen’ y + 1,y sen” @ cos” y + 135 cos? @
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Bgs = Bsg = 133 c088
By =1,
By, =2Mf (Z)

donde r(x)= —%sm('g) 2£@— (19)

oo lpl )

M es la masa de cada brazo del MVQ, I,—,- es el término ij del tensor inercia / , relativo al sistema fijo

en la molécula, ¢ son los términos de la matriz de transformacion desde el sistema de laboratorio al
sistema fijo en la molécula. En la expresi6n (9), la integracion con respecto a las coordenadas

x ,y\2'0,0,p, 1 (ver Ref.[9]), resulta

J' ” A7 ARV T B gy
“‘J‘ (—U/k,,T)IBlllzdwwwl (16)

(i)

La expresién final de la birrefringencia eléctrica en el estado estacionario, basandonos en el modelo
MVQ, se escribe

An= N”ﬂe( ””“’T’{ 3cos G- 1)—%B(1 cos ¢9X2sm W~ )}B]md&iwydz an

& s

N=
[fffecrmipl " daagapay

Aoy By son funciones de los términos del tensor polarizabilidad optica, que se expresan de la siguiente
manera

4, =a —%( L —a22°)= (a' ° «al';x3sin2 ;(/2)——1) 19)

B, = (azz" -a, )=—2( -a, )cosz(x/Z (20)

Para calcular la funcién de orientacion de la birrefringencia eléctrica en el estado estacionario,
® = An/An,, necesitamos una expresion para An, . Para un MVQ, la birrefringencia eléctrica de

saturacion, An,, coincide con la de un macroion tipo varilla rigida de longitud 2L, cuyo valor es

An =—v~(a"0 ~-a?) 2y

Procedimiento usado en los cilculos

El determinante de la matriz B, con los tétminos By de la expresion (13), se calcula simbdlicamente
usando el Programa Mathematica de Wolfram Research Inc. Los valores de x,, necesarios para el

calculo de los By, obtenidos del programa Hydrox de Garcia de La Torre (modelo de simulacion
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explicado anteriormente) son valores discretos que corresponden a ciertos valores del 4ngulo y .
Mediante el Programa Microcal Origin 5.0 de Microcal Software Inc., ajustamos estos valores de
manera de obtener una funcién polindmica continua de grado 9, la cual se introduce en el programa
general de calculos.

El valor de An se encuentra mediante la Ecuacion(17) empleando el método de integracién de Gauss.
Debido a la simetria cilindrica de la funcién de distribucion con respecto al campo eléctrico, la
integracion con respecto a ¢ se resuelve en forma directa, por lo cual el calculo de An involucra sélo
tres variables. Para este caso, el método de Gauss se escribe

L1t

[ [ [FO.v. x)edydr =3 pp,r.Fl, v, 2.) @2
-1 -1 -1 =t j=1 k=l
donde, 8;, y;, X« son los ceros del polinomio de Legendre de grado n, y p;, pj,, px los pesos respectivos.
Empleando n=32, el error de célculo no excede el 1%.

RESULTADOS Y DISCUSION

Comenzamos nuestro analisis estudiando el comportamiento de la funcién de orientacion @ para un
parametro de ajuste introducido en el modelo MVQ: la constante elastica del macroion MV Q,e La
Fig.2 muestra un grafico de esta funcién de orientacién versus E* para diferentes valores de ¢, medida
en ergios , y un angulo y, en la bisagra de 180°. La curva (a) corresponde a una constante elastica €
muy grande donde la molécula se comporta como una varilla rigida de longitud 2L; a medida que €
aumenta, el valor de ® disminuye. La existencia de una variacion considerable de esta funcién para
diferentes valores de €, nos permite realizar un ajuste de estas curvas tedricas con curvas
experimentales correspondientes a un polielectrolito dado, con el fin de obtener la constante elastica
del mismo (ver ejemplo de ajuste en [5] ). .

1,0
0,8- ¢ % §
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0,2
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0 100 200 300 400 500

E*/(cm/KV)

Figura 2: Funci6n de orientacion de la Birrefringencia eléctrica en funcion de E* para varios valores de
la constante eldstica € medida en ergios: (a) 1 107, (b) 5 102, (¢) 2 107, (d) 1,5 10°%, (e) 1,0 10°",
Los otros parametros del sistemason : L =492A, K =110%cm, 3 ,~ 180° y A4=2,82x10" esu/cm.

Por otro lado, en nuestro trabajo anterior [5], como una primera aproximaci6n, solamente
consideramos la energia cinética de rotacion mientras que en este trabajo usamos el Hamiltoniano
H completo, es decir, consideramos la energia cinética de rotacion y la de traslacion. Haciendo los
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calculos de la funcién orientacion @ con este procedimiento y con el anteriormente citado, y
comparando los resultados obtenidos, vemos que son coincidentes hasta la cuarta cifra significativa.

CONCLUSIONES

El modelo MVQ tiene en cuenta los distintos pardmetros caracteristicos de un polielectrolito flexible:
la elasticidad, la carga, que origina un momento dipolar eléctrico permanente respecto del centro de
difusion, y las polarizabilidades eléctrica y optica. Por ello, consideramos que es un modelo adecuado
para estudiar las propiedades electrodpticas de fragmentos de ADN vy, a través de ellas, analizar la
influencia de factores externos que afecten la estructura del ADN en solucion
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