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EI presente 1rabajo describe una metodologia num6rica para Ia soluci6n de }as
ecuaciones que gobiernan el proceso de percolaci6n de parafina. Ademas de la
1ransferencia de cantidad de movimiento, el fen6meno presenta transferencia de masa
desde una rase Ifquida basta otra s6lida en r6gimen transitorio. EI modelo matematico es
constituido por la ecuaci6n de continuidad, la ley de Darcy, la ecuaci6n de
concentraciOn de soluto en 1a rase liquida, Ia ecuaci6n de concentraci6n de soluto en Ia
rase s6lida y la Isoterma de Adsorci6n lineal. Para resolver este modelo se utiliza el
Mttodo de !os Vol6menes Finitos en coordenadas curvilfneas axisimetricas, usando un
esquema de diferencias cen1ra1es para aproximar los terminos difusivos y un esquema
WUDS para los terminos convectivos. Por medio de este programa se obtiene Ia
distribuci6n de concen1raci6n de soluto en la fase liquida, Ia distribuci6n de
concen1raci6n de soluto en Ia rase s6lida, el perfil de presiones en el fluido y el campo
de flujo dentro del percolador. Los resultados obtenidos son comparados con valores
te6ricos repormdos por otros investigadores Y con datos experimentales, obteniendose
un acuerdo satisfactorio.

The present work describes a numerical methodology for the solution of the equations
that govern the process of percolation of paraffin. In addition to the momentum transfer,
the phenomenon presents mass transfer from a liquid phase to another solid one in
transient state. The mathematical model is constituted by the continuitY equation, the
Darcy's law, the equation of solute concen1ration in the liquid phase, the equation of
solute concentration in the solid phase and the Isotherm of linear Adsorption. To solve
this model is used the Finite Volumes Methods in axisimmetrical curvilinear
coordinates, using a scheme of cen1ra1 differences to approximate the diffused terms and
a scheme WUDS for the convective terms. By means of this program is obtained the
distnbution of solute concentration in the liquid phase, the distribution of solute
concentration in the solid phase, the profile of pressures in the fluid and the field of flow
inside the domain. The obtained results are compared with theoretical values reported
by others investigators and with experimental datas, obtaining a satisfactory agreement.

Lia petW~iQn ~ un ~ medillnte el CUll se hace pasar un tluido a travts de un recipiente
(percolador) que contiene un lecho fijo de naturaleza. Adem8s de Ia transferencia de cantidad de
movimiento (flujo de un fluido a 1raves de un ~io poroso), el fen6meno presenta transferenciade
masa en regimen transitorio desde una fase liquida basta otra s6lida. Com6nmente a Ia fase fluida se Ie
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llama diluerde, a 1a rase sOlida se Ie llama adsorbeote y al demento ttansfuido de una fase a otra Ie Ie
llama wluto. En Ia pcrooIlwiOO el prDx:ipaI ftmnmo preseIIl:e es II ~ II cual CCIIStituye un
proceso de separaci6n donde uno 0 mas so1utol de un tluido SOD transfEridos a Ia supaficie de cierto
s61ido (adsorbente).

En los sistemas de adsorei6n de lecbo esWico a medida que eI tluido pasa a trav6s del Iecbo poroso, y
gracias al falOmeno de transporte de DI8S8o 6rte se va cargando de soluto basta un puolo 181que no
acepta mas trasfercncia de materia, y es co ese instaDte que se dice que el sOlido estli saturado. La
gnlfica representativa del perfil de ~ de soIuto en Ia fase tluida se llama Curva de
Ruptura. En los procesos de adsoraOo uno de los principaJes factores que se estudia es eI tiempo de
saturaci6n del material adsorbeDte, ya que -. coqjuntamente COD aIgunas propiedades del sOlido tales
como su resi.staJcia mec8nica. su capacidad de Rgl':IlCI'8ci6D etc., dekmainan Ia efectividad del proceso.

En eI desarrollo de modelos mataIlAticos y sus soluciooes co problemas de adsorci6n de lecbo esWico
se ban realizado IlUIl1eCOSOS trabajos y en Ia maycrfa de 108 casos se ban Iimitado a reaIizar )os an8.Iisis
en forma unidimensional en 10que respecta a Ia ecuaciOn de cooservaciOn de masa del soluto en Ia rase
tluida y tomando Ia velocidad axial del tluido CODStaJlte.

En Morton et al (1967) se preseota Ia soluci6n a traves del metodo de diferencias fiBitas de un proceso
de adsorci6n eo rase liquida en Ia cual Ias variables, loogitud eI Iecho y tamafto de particuIas SOD

tratados simult8neameote eo un modelo de equiIibrio no lineal. Seirafi et al (1980) desarroIIaron un
modeIo te6rico-experim para obtener Ias curvas de rompim.ieoto en un sistema de adsorci6n. donde
Ia ecuacioo de transporte de masa en Ia fase tluida sOlo se tom6 co cuenta una coordenada cspacial y se
despreciO el termino difusivo.

En eI trabajo presc:otado por Sun y Le QuerC (1996) se plantea eI modeIado matemitico y Ia soluciOn
numerica mediante el mc!todo de difa'encias finitas de un proceso PSA (Pressure Swing Adsortioo),
dicho modelo se realiz6 tomando en cuenta dos coordeoadas espacialcs: Ia posicilJn axial en ellecho y Ia
posici6n radial dc:otro de Ias particulas. Xiu et at (1997) presentaroo una predicci6n de los perfiles de
conceotraci6n de soluto en Ia fase ftuida en sistemas de adsorci6n de lecho esWico COD adsorci6n lineal,
dispersi6n axial. suponiendo que dicho perfil de cooceotaciooes puede ser modeIado utilizando una
aproximaci6n Cuasi-Lognormal

Recientemente Revcrcbon et at (1998) resolvieron nyrljante eI mc!todo de difereocias finitas (mc!todo de
Wendroft) eI modeIo mateoJlitico de un proceso de adsorci6n coostituido por Ia ecuaci6n de Ia isoterma
de adsorci6n y Ia ecuaci6n de traDsporte de masa de soluto en Ia fase fIuida, en Ia cuaI se despm:i6 eI
tfnnino difusivo y se realiz6 sOlo el an8Jisis en Ia direc:ci6n axial. En Rege et at se realiz6 una
simulaci6n computaciooal a trav6s del m6todo de diferencias fini1as COD eI esquema Crack-Nicholson
de un proceso PSA, resolvieodo Ia fonnulaci6n III8tenJ8tica constituida por Ias eeuaciones de balance de
masa de solutos en Ia fase tluida, balance global de masa y Ia ley cmetica de Transporte.

En este trabajo se realiza una modeIaci6n matemaitica Y soluci6n IlUJDOicadel camplo de flujo Y Ia
transferencia de materia de un sistema de percolaciOo de lecbo fijo. El modeIado IDlltemltico estli
confurmado por Ias ecuaciones difen:ociales, condiciones de borde e iniciaJes que pennital obtener el
campo de velocidades y el perfil de COIlCCIJ1aciooeen regimen transitorio deoIro del domiDio a estudiar
(percolador). EI modelo matem8tico tiene Ia particularidad de tamar en cuenta Ia dispersiOn axial y
radial en el tluido, 1a CODVeccl6nradial y axial en el tluido y Ia difusi6n radial en Ias particuIas sOIidas.
La soluci6n ntJJD«ica se obtiene utiIizando el m6lDdo de los Vohimeoc:s Finitos.

EI problema en estudio consiste en el tlujo de un liquido a trav6s de un recipiente ciJindrico.<l6oi (ver
Fig. 3) que contiene una matriz sOlida porosa coostituida por granos esRricos. EI modelo matan6tico



del problema planteado es dividido en dos partes: las ecuaciooes que rigen el ccmportamiento din8mico
del mismo y las condiciones del problema (iniciales y de borde).

Ecuaciones Gobernantes
Tomando como fluido en estudio, Ia parafina Iiquida transport8ndose a traves del percolador (medio
poroso), suponiendo que el liquido es incompresible, newtoniano e isotermico donde las propiedades
tales como densidad (P), viscosidad absoluta ().L) y difusividad masica (Of) son constantes.
Considerando que Ia matriz 861ida es bauxita activada, y que 6sta es isotrOpica, homogenea e
indeformable cuyas propiedades tales como porosidad (+), permeabilidad (k) y difusividad masica (Os)
son oonstantes. Suponiendo adicionalmeote que Ia ley cinetica de transporte esta gobemada por una
isotenna de adsorci6n lineal, las ecuaciones de variaci6n en coordenadas cilindricas, r6gimen laminar Y
~tado transitorio, 8610para el fen6meno de transferencia de masa, pueden expresarse como:

o 0-(PU)+-{PV)=Oax Or

~(C)+~(uC)+.!~(rvC)+ 1-; oq = ~(Dfac)+.!~(rDfac) (3)ot ax rOr ,p at ax ax rOr Or

Ecuaci6n de Conservaci6n de masa de soluto en la fase 86lida:

Oq =_1 ~(DS/ Oq) (4)
at r2 Or P or

P P P

Ley de equilibrio: lsoterma de Adsorci6n lineal y relaci6n entre q y q:

_ 3 R, 2

q*=K.C q = R3 jqrirp (5)
p 0

donde:
u es Ia velocidad del fluido en Ia direcci6n axial (x)
ves Ia velocidad del fluido en la direcci6n radial (r)
C es Ia concentraci6n de soluto en la fase liquida
q es la concentraci6n de soluto en la fase s6lida
p es la presi6n del fluido

t es el tiempo
rp es la coordenada radial en la particula esferica
Rp es el radio de la particula 86lida esferica
K es Ja constante de adsorci6n lineal
g es Ia aceleraci6n de la gravedad

Condiciones del Problema
Las condiciones iniciales son velocidades radiates y axiales nulas, y una Concentraci6n de soluto en Ja
fase liquida homogenea en todo el dominio (Co). Las condiciones de borde asociadas al problema son
(ver Fig. I Y Fig.2):

• Las velocidades u y v en Jas paredes son nulas.
• La velocidad u es maxima y la velocidad v es nula en el eje de simetrfa.
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• La velocidad axial (Uo) en \a entrada (superfici.e superB) es unifmne 'Y \a Ve\ocidad V en \a
A~ie 9upeM,esnuk.

• La Concentraci6n de soluto en elliquido en el*de simetria es minima.
• En Ia salida (superlicie inferior) setieoen coodiciooes localmente parab6licas.
• En Ia superficie superior Ia conceotraci6n ( Co) en elliquido es prescrita y uniforme.
• En el centro de Ia partfcula esf6rica (rp =0) Ia concentraci6n de solutD es m8xima.
• En Ia superficie externa de Ia partfcula esferica (rp = Rp)el flujo de masa se express de Ia

siguiente manen:

-1¥Oq =1~ -q*)
Or '\ r,=R,

doode h es el coeficiente filmico de transferencia de masa por convecciOn forzada externa Y q* es Ia
conceotraci6n de soluto en equilibrio. Para el c8lculo de h se tom6la metodologia aplicada por Sun y Le
Quere (1996).

u-u.
v=o

~-oa. ~-oa.

tIC
.• -0

Pia- 2. Caadici ••• debarde deC_t*eci6D.

Para Ia resoluciOn del modeIo se desan'olI6 una metodologia analftica-numerica. inici8ndose COIl Ia
obtenci6n de Ia conceotraci6n de soluto en el sOlido (q) a traves de la soluci6n analitica de Ia ecwu::i6n4
con SUB respectivas condiciones mediante el m6todo de separaci6n de variables. De esta manen tenemos
que:

[

, Sen (it.r,/ )]
q4- ,t)=q* l_f2 ..SeIlA.-A.C08A·'e-AR':". /R,

, I A.-Sell A.Cas A. ' A.r,/
/R,

donde A.nson los valores earacteristioos, Y definiendo el n6mero de Biot (Bi) de transfenncia de masa
tenemos que:

h'R.l =(1- Bi)' tg.l, donde.Bi = -_P
1¥

Combinando las ecuaciones 5, 6 Y 7, e introducialdolas en Ia ecwu::i6n3, Ia ecuaci6n de transfi:rencia de
masa en la rase fluida se expresa ccmo:

a a I 1 a ( a ( DC) 1 a ( oc)-(C)+-\uC)+-- rvX)+F(t)·C=- 1¥- +-- r1¥-at ax r Or ax ax r Or Or



donde:

(1-;)[ 3Ds _A.:nwj' _,{~nA..-A..COSmCOSA..-SenA..-AJ)
F(t)= T -R:'KA.e R: • A.-~t A..-&nA.,COSA..

Luego de realizar !as transformaciones indicadas en 108 pasos precedentes. el modelo matem8tico se ha
reducido a cuatro ecuaciones diferenciales parciales coo. cuatro inc6gnitas a resolver (u, v. p, C).
Sustituyendo!as ecuaciones 2 en Ia ecuaciOn I, se obtiene una ecuaciOn diferencial parcial (ecuaci6n de
Laplace) que aI resolverla pennite obtener el perfil de presiones del fluido dentro del percolador.

8 (8P) +!- 8 (r 8P) = 0
8x 8x r 8r 8r

Debido a Ia geometrfa cilindrica-c6nica del recipiente donde se encuentra el fluido, es hace necesario
realizar una transformaciOn en el sistema coordenado. En general !as ecuaciones diferenciales se
resuelven utilizando un sistema de coordenadas curvillneo coincidente con Ia frontera siguiendo Ia
metodologia expuesta en Maliska (1995).

Ecuaci6n de Presi6n:
Utilizando una transformaci6n del tipo

En Ia ecuaci6n 14 a, ~, y represeotan!as componentes del tensor metrico y J es Ia matrizjacobiana de Ia
transformaci6n. Para un sistema de coordenadas generalizado !as velocidades responsables del flujo
mAsico a trav6s de !as interfaces de 108 vol6menes de control, son !as componentes contravariantes del
vector velocidad, 108 cuaIes estAn dadas par:

or Ox
U=u-+v-

017 017

Ox Or
V=v-+u-oq ig17

Combinando Ias ecuaciones 2 y 15 se obtiene las velocidades contravariantes en funci6n de 108

gradientes de presiOn. Se tiene, entonces, que:

k (8P 8P)V = - j; Jr 871 - Jp 8~

Usando un esquema de diferencias centrales para aproximar 108 tenninos difusivos presentes en la
ecuaci6n 13, se obtiene una ecuaci6n algebraica para cada uno de 108 volfunenes fmitos, que genera un
sistema de ecuaciones lineales que al resolverlo se detenninan las presiones en cada uno de 108 centros
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A,P,= ANPN+ A.P.+ A.P.+ ArPr+
A~P~+AwPw+A.P.+A.P.

Luego de obtener el perfil de presiones en el f1uido, se determinan 1as componentes de 1as veIocidades
contravariantes nwliante Ia ecuaci6n 16. Sustituyendo 1as transformaciones dadas en Ia ecuaciOn 12 en
Ia ecuaciOOde conceolraci6n de masa de soJuto. 6sta 6Itima resuIta:

Integrando Ia ecuaciOO 18 en eI tianpo (esquema totaImente implicito) y en eI espacio de cada volumen
finito se obtiene:

[(9sc ~~T(9sCJ,.] AV + kuc ). - (UC )J~'1 + kvc ). - (vc >.}1~ =

[ G I 0 C + G 2 0 C ] "''' _ [G I 0 C + G 2 0 C ] "''' +o~ 01]. o~ 01/.

[ oC OC] [iJC OC]G 3 --+ G 4 -- A" - G 3 --+ G 4 -- A" +a" o~. 0" o~.
De acuecdo a Ia forma de Ia ecuaciOn antaior se utiliza una funciOn de ioterpoIaciOn que tome en cuenta
tanto los tenninos difusivos como Ios convectivos, especfficamente se us6 el esquema de interpolaciOO
WUDS. Un resumen de este esquema puede observarse en Maliska (1995). Introduciendo 1as
ecuaciones que definen el esquema de interpolaciOO en Ia ccuaci6n antaior se obtiene una ecuaciOO
algebraica para cada volumen de control genenndo un sistema de ecuaciones lineales, que at ser
resuelto pennite obtener el perfil de concentraciones de soluto en Ia fase fIuida en forma transitoria. La
ecuaci6n de conceolraci6n de soluto en eI fluido general para cada volumen de control es:

a,C, = aNC H + a.C. + a.C • + a •.C •.+
aNl!C HE +a_ C _ +alll!C lll!+a""C SIP +B

Las expresiones de 105 coeficientes y el t«mino fuente IineaIizado no est8n dados debido a limitaciones
de espacio, pero sus metodologias de calculo puede veriticarse en Maliska (1995). Los sistemas de
ecuaciones aIgebraicas generados con 1a metodologfa anteriormente descritas fueroo resueltas utilizando
el metodo de Sobre Relajaciones SUce8iv8S(SOR).

El m6todo nllIllbico descrito fue impJementado en un proceso de pen:olaci6n de parafina, el cual time
como funci6n eliminar 1as impurezas presanes en 6sta a trav6s del fen6meno de adsorci6n par parte de
un adsorbente (bauxita activada). Las propiedades del fIuido y de Ia matriz porosa utilizados pueden
observarse en Ia tabla I. El dominio file dividido con una malIa de 127 volUmenes en la direcci6n axial y
15 voliunenes en Ia direcci6n radial, 10 cual gener6 una discretizaci6n de 1905 volfunenes finitos, vcr



Fig. 4. EI periodo de tiempo total simuJado Cue de 15000 segundos (250 minutos) Y el intervalo de
tiempo utilizado fue 60 segundos. Los factores de relajaci6n usados en las corridas fueron de 0,3 para
!as velocidades axiaIes y radiaIes; 0,45 para Ia presi6n y 0,07 para Ia Concentraci6n, tomando como
criterio de convergencia un tolerancia de oo1סס0,0 en Ia ecuaci6n de continuidad. EI tiempo de
~uci6n de Ia simu1aciOOCuede aproximadamente tres horas, en un ordenador Pentium 450 MHz con
256 Mbytes de memoria RAM.

Medio 1'01O

k=O,OO2m
-0,45
=3mm

K=I,08
Ds=336*10· m Is

En la figura 5 se· observan las variaciones con respecto al tiempo de la concentraci6n adimensional
(concentraciOn de soluto en Ia fuse liquida I concentraci6n de soluto en Ia fase lfquida en Ia entrada del
recipiente) para el problema estudiado. Estas concentraciones estan dadas en dos puntos del percolador.
EI punto 1 esta ubicado a un metro pOI'encima del extremo inferior y el punto 2 esta justamente en la



salida del. tecipimte. Como puede observarse, el puoto 1 Ueg6 a estado de saturaei6n de manera mas

ripida que el gegundo (aproximedRnwte 41 JDinutMl indDndo l!IItmces que a medidt que ttM.4eUtte
el tiempo el seotido de saturaciOn del adsorba1te es el mismo seotido del ftujo. Adem8s se observa que
!as des curvas de 11lpturas soo casi para1elas. Estos resultado concucrdan sabsfiwtoriameu coo to
expresado por Sun et at (1996). En Ia figura 6 se aprecian Ias curvas de rupturas en la salida de la torre
de adsorci6n obteoidas a partir de mediciooes exp«imentales y 1lUD1I5ric:ameoa travCi de Ia soIuci6n
del modelo matem8tico descrito en este trabajo. Como se obsava el tiempo de saturaci6n para ambos
casos soo muy similares, presentando 1m error de aproximadamente 2,3 %. Ex.pcrimentalme el
adsorba1te se satur6 en 15.100 s y a travCi de la corrida se pudo determinar que el tiempo de saturaci6n
es de 15450 s., to cual genera una diferalcia de aproximadamente 5 minutos, representando una
diferencia bastante pequefta si se tolna en euenta que el proceso transitorio es de aproYimadameote 250
minutos. En Ia figura 6 tambiCo se obsava que para el caso expel imental Ia parte ascendarte de Ia
curva presenta mayor verticalidad que Ia curva obtaUda a traves de la soIuci6n del modelo matemlrtico,
esto demuestra que el efecto de Ia difusi6n IlIlDlftica, propia del m6todo IIUIII.tYico.est! presente en la
soluciOn generando amortiguacilm en Ia n::spuesta transitoria Y annlando cuaIquier efecto de oscilaci6n
numerica.

En este articulo se ba presentado el desarrollado de un modeIo matan8tico y la soluei6n num6rica de un
proceso de adsorci6n de solutos disueltos en liquidos tomando en considenci6o un dominio axisim6trico
y el uso de !as vclocidades axiales y radiaIes del fluido para el caIculo del transporte de masa desde eI
fluido basta eI s6lido. Adem8s el modelo oonsida'a los efectos difusivos en ambas direcciones, y se ba
propuesto una nueva metodologfa para el c8lcu1o de la adsorci6n de masa por parte del adsorbeote
(termino fuente de Ia ecuaei6n de concentraei6n de masa). EI m6todo num6rico usado file el de los
Vol6menes Finitos, generando resultados bastante aproximados en cuanto at tiempo de saturaei6n y
perfiles de con<:entraci6n euando estos SOD comparados con datos experimentaIes. EI tiempo de
saturaci6n del adsorba1te modelado es funci6n de Ia posiciOn en ellccbo, mientras 1m punto del s6lido
este mas ceroano a Ia entrada del recipiente llega a su oonc:entraei6n maxima de manera mas tipida. El
modeIo num6rico empleado genera eierta cantidad de difusi6n IlUJIl6rica, que se refkja en un
amortiguamiento en la eurva de ruptura te6ric:a, pero a su vez no se presentan oscilaciooes numcSricas en
la respuesta.
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