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RESUMEN

En este trabajo se presenta un estudio numérico sobre el mecanismo de aceleracién de un
ion dentro de un campo magnético bajo la accién de ondas electrostiticas que se
propagan en direccién perpendicular al campo magnético. En primer lugar se introducen
las ecuaciones de movimiento del i6n para luego integrarlas en forma numérica utilizando
un algoritmo de integracién simpléctica para Hamiltonianos separables. El caso en el que
solamente una onda electrostatica actiia sobre el i6n ha sido objeto analisis desde hace
mis de veinte afios. Sin embargo cuando existen dos 0 méis ondas electrostaticas los
estudios han comenzado en los tdltimos cuatro afios y detectan una importante
energizacién del i6n, este fenémeno muestra una fase coherente y otra caética. La
mayoria de dichas investigaciones tienen por objeto explicar el comportamiento de iones
en la ionosfera, sin embargo el presente trabajo tiene como finalidad estudiar la
posibilidad de aplicar este mecanismo de aceleraci6n en la propuision por plasma.

ABSTRACT

In this paper is presented a numerical study about the ion acceleration mechanisms, the
ion is magnetized and is excited by two or more electrostatics waves. This electrostatics
waves are propagating on normal plane with respect of magnetic field. In the first place
are introduced the equations that govern the ion movement, next this equations are solved
by means of sympleciic algorithms for separable Hamiltonian functions. The problem,
when only one electrostatics wave is exciting the ion, has been studied for more of twenty
years; however the research considering that the ion is exciting by two or more
electrostatics waves has begin recently. In this last situation the obtained results show an
important energization of the ion. The energy gain by the ion follows two ways: coherent
and chaotic. The previous developments find to understand the ion behavior in the
ionosphere, however the present research has another objective: to apply this mechanism
inside of plasma propulsion.

1. INTRODUCCION

El principal objetivo del presente trabajo es estudiar el mecanismo de aceleracién que sufre un
i6n cuando se halla dentro de un campo magnético constante y es excitado por dos ondas
electrostaticas perpendiculares al campo magnético. El fenémeno en el cual el i6n interactiia
con una Ynica onda electrostatica es descripto en las Refs. [1-3], estas publicaciones indican
que el idn solamente gana energia si su movimiento es cadtico y si la amplitud de las ondas
eléctricas supera un determinado valor minimo. En este trabajo se presenta un analisis
numérico de la interaccion no linear entre el i6n y los campos electromagnéticos. Las posibles
aplicaciones de este mecanismo de aceleracion son analizadas por Bénisti ef al. [4] y no serdn
descriptas aqui. Si es importante destacar que este trabajo es un primer paso para estudiar la
posibilidad de obtener un mecanismo acclerador de iones dentro de propulsores de plasma
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pulsantes. Es un hecho conocido que el rendimiento de dichos motores es muy bajo, por tal
motivo es interesante explorar fendmenos para introducir mejoras. para elevar dicho
rendimiento. ‘

En la Seccion 2 se introduce la ecuacion de movimiento de un ién magnetizado y excitado por
un espectro discreto de ondas electrostiticas. La mencionada ecuacion se obtiene por dos
caminos alternativos, en el primero desde la segunda ley de Newton, y en el segundo se
deduce la funcién Hamiltoniano del sistema. Ambos caminos son planteados considerando
condiciones iniciales generalizadas, para luego introducir simplificaciones al suponer que la
posicién y velocidad inicial son nulas. En la Seccién 3 se describe la técnica de integracion
simpléctica para funciones Hamiltoniano separables introducida por Candy y Rozmus [5]. En
la Seccién 4 se presentan los resultados obtenidos. Finalmente en la Seccion 5 se describen las
conclusiones destacables de la presente investigacion.

2. ECUACION DE MOVIMIENTO

Se presenta en esta seccién la ecuacion de movimiento del idn bajo la accidn del campo
magnético y de un espectro discreto de ondas electroststicas perpendicular al campo
magnético. En primer lugar se realiza la deduccién desde la segunda Ley de Newton y
posteriormente desde el Hamiltoniano.
2.1 Ecuaciéon de movimiento desde la segunda Ley de Newton
Se acepta que el campo magnético actiia en la direccion del eje z:
B=(0,0,8,) ()

debido a que el campo eléctrico estd en un plano normal al campo magnético, es posible
expresar que:

E=(£,,0,0) @
La fuerza actuando sobre el i6n es
F-:e(E+vxB) 3)

siendo e y v la carga eléctrica y velocidad del ién; E y B representan los campos eléctrico y
magnético respectivamente. Las ecuaciones de movimiento pueden escribirse como

*x oy
m_—~=eE_+e:-B 4
or’ ot @
y ox
m-——=—e—B 5
ot? a -’ ©
donde m es la masa del i6n. Desde la ultima ecuacién se deduce que
%y ox
—=—Q— 6
or’ ot ©)
siendo Q la frecuencia de ciclotron [6]. Al realizar la integracion de la Ec. (6) se llega a
Yy _|
o=l +Q(x, — 7
Y [ > ] (x5 =) ™

Si se introduce 1a Ec. (7) en la Ec. (4) puede obtenerse
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2
X 2 e 2 ay
5 +Qx=—FE +Q'x, +Q| = 8
o’ o %o [at ]0 ®)
Finalmente si es considerada la siguiente condici6n inicial:
%Y
= =0 N=0 9
[a e x(0) 9
la Ec. (8) que describe el movimiento del idn se reduce
x e
~5+Qx=—E 10
o’ = (19)

2.2 Ecuacién de movimiento desde la funcién Hamiltoniano

Para obtener el Hamiltoniano, es necesario plantear las energias cinética y potencial del ién

_mi(=Y (Y
= BEGl an

E,=ep-e(v.A) (12)
Donde ¢ y A son los potenciales electrostatico y magnético respectivamente
¢=(-xE,,00) A=(0,xB,,0) (13)

Por lo tanto, la funcién Lagrangiana puede ser escrita de la siguiente forma

L=E,~E, ='_;[(%§T+[% 2]“{’4{%{ }.goJ (14)

De esta Gitima ecuacién se encuentran los momentos generalizados

aL ox oL dy
P=l—|=m — P =l — |=m| = |+ted 15
¥ (av,] (a:) ’ avy) (at) ’ 13
. dy ox . R
siendo vy=5 y v, =5; las componentes del vector velocidad del i6n. Finalmente la

funcién Hamiltoniano puede ser escrita
1 e
H=vax+Pyvy—L=E[(vx)2+(vy)2]+»-”;¢ (16)

Si son utilizadas las condiciones iniciales dadas por la Ec. (9), la Ec. (7) se simplifica
adquiriendo la siguiente forma

gy—:—Qx )
ot

Incorporando 1a Ec. (17) en la Ec. (16) se tiene que
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1 e \
H- oy @k %o 18)
m
Las ecuaciones de movimiento se obtienen desde la expresion previa
0H 9%« e
== =0%--FE 19
dx or* B (19)
oH dx
LTy 20
FYE YR (20)

Se destaca que las Ecs. (10) y (19) representan la misma expresion. El campo eléctrico es
representado por una serie discreta de ondas y el campo magnético es constante.

N
E =Y [E sin(kx-a)] B, =cte 2N
i<l

En la literatura especializada [4 y 7] los autores presentan la funcion Hamiltoniano y las
ecuaciones de movimiento en funcion de las variables accion - dngulo. La principal ventaja de
la formulacién accion - angulo es que la energia que posee el idn es expresada directamente.
Las variables utilizadas en esta formulacion son:

p—xt+v? 0= tan"[—x—] (22)
VI

La deduccion de la funcién Hamiltoniano y de la ecuacion de movimiento considerando las
variables accion - dngulo estd descripta en Ref. [7] y no sera repetida aqui. Sin embargo, es
necesario mencionar que en el presente trabajo se ha preferido usar la formulacién posicion -
velocidad en funcidon de que este es un primer paso en el estudio de factibilidad del
mecanismo de aceleraciéon como probable sistema propulsivo.

2.3 Ecuacién de movimiento no-dimensional
Para escribir en forma adimensional la Ec. (10) se introducen los siguientes pardmetros
e k k
=——Ltg

=L T=Qt x =xk . Le, K =" 23
ul Q X xl Yx mg),_ i i kl ( )

siendo u;, T, x’,7; y k; frecuencia, tiempo, posicién, amplitud y longitud de onda escritos
en forma adimensional. Utilizando las Ecs. (23), la Ec. (10) puede ser escrita:
2., N
‘ifz" tx= Z [Yi Sin(’(ix' - uiT)] (24)
dr i1
Por medio de las Ecs. (23), 1a funcién Hamiltoniano se expresa como:
1] Yle g k k,
Hixwv,rl=—fv]+xJ 1+ | ——5-1 cos| —Lx —ur 25
I SRU0) 5 FEE (Y IS
3. INTEGRACION SIMPLECTICA

Para hallar las soluciones de la Ec. (23) se emplea integracion simpléctica en la forma
presentada por Candy y Rozmus [5] en virtud que posee un comportamiento muy superior que
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los métodos de Runge-Kutta convencionales [7] . Sin embargo es necesario destacar que
dicha técnica de integracion es aplicable sélo a funciones Hamiltoniano separables como la
dada en Ec. (24). El esquema de célculo empleado en este trabajo para la integracion de la
ecuacién de movimiento es el siguiente:

Hamiltoniano separable:
H,x,t) =T(v)+V(x,1)

Condiciones iniciales:
(vp,x,) at £=0

Proceso de célculo:
Do j=1z

v, =V, +b'['M]At

(25)
Resultado:
(x,,v,) at t=t,+At

4. RESULTADOS

En primer término se reproducen los resultados descritos en Ref. {7] para el caso de que el ién
magnetizado es excitado por solamente una onda con las siguientes caracteristicas
y=10, £ =24 y k1. La Fig. 1 describe la evolucion de p en funcién T para tres
condiciones iniciales distintas: p, =10, p, =40 y p, =125. De la figura se observa que el
comportamiento de ion depende de la condicién inicial.

Debido al cardcter no lineal del fendmeno es conveniente presentar los resultados en
diagramas de Poincaré. Las Figuras 2-a, 2-b, 3-a y 3-b describen los diagramas de Poincaré
del mecanismo de aceleracion para dos ondas eléctricas. Las tres figuras corresponden a los
siguientes datos: U, =24, u, =25 y x, =K, =1. Para obtener las Figs. 2-a y 2-b se ha
utilizado 7, =¥, =5, en la Fig. 2-a se muestra el diagrama de Poincaré para las variables
accién - angulo, la Fig. 2-b es el diagrama de Poincaré para las variables posicién — velocidad.
En las Figs. 3-a y 3-b se ha usado ¥, =7, =30. La Fig. 3-a se muestra el diagrama de
Poincaré para las variables accion - dngulo y la Fig. 3-b describe la variacién de la posicién

con respecto al tiempo. El incremento temporal empleado en los dos grificos es
At =271 /60000 .
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Se destaca que el movimiento del i6n posee dos estados: coherente y cadtico, ademés se
verifica que el tiempo para el cual el proceso cadtico comienza es menor a medida que la
amplitud de onda crece.

140 —_ —
120
100 —
. —10
-g 80 4 [~ 40
Z g [—=125|
40 WMWW\ W\Wm f%@k f?*
Elisdd i 8
20 WJ{W ¥
0+ . . ; _ -
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Time
Figura 1. Andlisis para el caso de una onda eléctrica, para tres condiciones iniciales.
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Figura 2-a. Diagrama de Poincaré en variables accion - dngulo: v, =y, =5.

5. CONCLUSIONES

* Los resultados aqui obtenidos con la formulacion posicién — velocidad coinciden con los
publicados en la Ref. [7] por medio de la formulacién accién - angulo.

* Para los casos estudiados en los cuales el i6n es excitado por dos ondas electrostaticas se
observa que aparecen tanto movimientos coherentes como cadticos.

* A diferencia de lo que sucede cuando existe solamente una onda electrostatica, la energia de
ion se incrementa durante la evolucién coherente.
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e Mientras mayor es la amplitud de las ondas electrostiticas los diagramas de Poincaré
muestran que el comportamiento cadtico se acentiia, ademas se verifica que el caos aparece en

forma més temprana.

Velocity

Position
80

Figura 2-b. Diagrama de Poincaré en variables posicion - velocidad: v, =y, =5.

Rho

Tita

Figura 3-a. Diagrama de Poincaré, en variables accion - dngulo: v, =y, =30.

* En todos los ejemplos analizados se verifica, tanto en la fase coherente como en la caética,
que el movimiento del i6n no es rectilineo. Por lo tanto, en primera instancia, este mecanismo
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no parece ser completamente adecuado para mejorar el rendimiento de los propulsores de
plasma pulsante. Sin embargo este es un aspecto a investigar en mayor profundidad.
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Figura 3-b. Posicidn del ion en funcion del tiempo: ¥, =y, =30.
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