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RESUMEN
Una condicién de frontera discreta no-local completamente no-reflejante ha
sido derivada para la simulacién numérica de ondas gravitatorias mediante
la ecuacién de Berkhoff. Aqui se muestra la combinacién de la condicién
de frontera con los métodos de diferencias finitas y de elementos finitos. Los
ejemplos numéricos, demuestran las importantes mejoras obtenidas con el
uso de esta condicién respecto a las usuales.

ABSTRACT
A nonreflecting discrete non-local boundary condition has been obtained for
the numerical simulation of gravity waves by means Berkhoff s equation. Here
it is shown how to combine that boundary condition with finite difference
methods and finite element methods. DNL procedure has been developed in
rectangular and circumferential coordinates. The numerical examples show
an important improvement in accuracy over standard conditions.

1.INTRODUCCION

En este trabajo, con el método DNL se formula un problema discreto de valores-frontera
en una regién acotada bidimensional, mediante la imposicién de una relacién entre los
valores nodales sobre la frontera artificial del dominio y las capas sucesivas. El objetivo
es, sin dudas, que la solucién de la formulacién DNL sea muy préxima a la restriccién
de la solucién exacta( y tnica) del problema original a este dominio acotado, v para ello
hemos derivado una condicién de frontera discreta, no-local y no-reflejante{2,3].

En la formulacién computacional, son desarroliadas todas las operaciones con el operador
discretizado{en sentido fuerte o débil), a diferencia de la formulacién DtN(Harari, L&
Hughes Thomas, J.R.,1992)(6]. y de una aproximacién pseudoespectral de Fourier para
dispersién de ondas en el mar(Chen,Y. & Philip,F.L.,1994)[4], las cuales resuelven de
forma aproximada (mediante series) el problema analitico en un medio no acotado.
Finalmente, debemos resolver una serie de problemas con frontera artificial (en
coordenadas rectangulares o circunferenciales) usando el método de diferencias finitas.
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o de Galerkin, y nuestra condicién de frontera.
2. EL PROBLEMA DE NEUMANN CON UNA FRONTERA DNL

Nosotros consideramos el problema de Neumann con una frontera DNL asociado a la

ecuacion de Berkhoff(1976){1,8].

Vi{CC V) + kZCngb =0 en R
¢=¢ paraye(0.12, yz=0
1)
%=0 paraz € [0,11], y=0,6y =12 (
on
+ b.c. tipo DNL paray € [0,/2],y z =11

sobre el rectangulo R = [0,11] x [0,2] con condiciones de frontera tipo Neumann sobre
las fronteras verticales. En este problema consideramos que el nimero de onda k(z,y)
variable tiende a una constante k(z,y) = k en una regién  C R préxima a la frontera
artificial.

Formulacidon por elementos finitos.

En lo que sigue nosotros consideramos la discretizacién del dominio computacional 2
mediante una malla “estructurada”, tal que la capa j sea la capa correspondiente a la
frontera artificial del dominio computacional. Denotemos por ¢! los valores nodales
de la solucién por elementos finitos correspondientes a los nodos de dicha capa, para
t=1,2,..., Nigy.

Como el dominio ) es prismético es conveniente utilizar la discretizacién parcial
de la ecuacién de Helmholtz , de tal manera que permita expresar mediante una
ecuacién en diferencias la dependencia entre los valores nodales de la solucién numérica
correspondientes a las capas j—1, jy 7+ 1. La discretizacién de la ecuacién de
Helmholtz con elementos lineales en la direccién transversal, origina un sistema de
ecuaciones diferenciales de segundo orden en la direccién = de la forma

I — MK + k¢ =0 (2)

donde las matrices M, K representan las matrices de masa, y de rigidez globales de
la discretizacién unidimensional en la direccién transversal, la matriz I es la matriz
identidad, y h, representa la longitud del elemento e en la discretizacién realizada.
Discretizando nuevamente, se tiene:

(—I¢7™t 42167 — I¢7+) — ((kh,)T — B2, M~ K)L(¢7) = 0 (3)

donde L(¢’) = ¢ si empleamos diferencias finitas, o L(¢/) = Qﬂ‘g’#—ﬂ si
empleamos elementos finitos lineales.

Tal discretizacién parcial se puede emplear evidentemente de diferentes maneras, pero
independientemente de esto, el “stencil” correspondiente a los nodos de una capa j es
de la forma:

A"V + Bé' + A¢'T =0 (4)
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donde la matriz B es una matriz llena. y la matriz A es una matriz diagonal, o
no, dependiendo de la discretizacién parcial realizada. La matriz de los coeficientes
correspondiente a la capa j — 1 es igual a la de la capa j + 1 debido a la simetria del
operador.

Formulacién por diferencias finitas.

En lugar del método de elementos finitos, nosotros podemos usar el método de diferencias
finitas para resolver el problema (1). Nosotros optamos por usar diferencias centradas de
segundo orden sobre una malla de paso h, en la direccién z y de paso hy en la direccién
y. Tenemos, entonces para los nodos interiores correspondientes a la capa j la ecuacién
en diferencias siguiente :

16770+ widing (27, (he)? 2= 2020520 ) + 1% =0 (0)

Y Y hy

la cual adopta la forma (4), siendo la matriz B una matriz tridiagonal y la matriz 4 una
matriz diagonal.

Condicién de frontera DNL.

Para la matriz real A7!B, existe una transformacién ortogonal V', tales que

AT'B =VAV! (6)

donde A = diag(A1, A2, ..., AN,,,) s una matriz diagonal formada por los autovalores de
A1B y V el sistema de autovectores de A~ B.
Mediante la siguiente transformacién no-singular

Niay
&l =Y Visleful +cfu;?) conl=1,2,..., Niay (7)
=1

separamos el campo ondulatorio en los modos de propagacién “hacia adelante” y “hacia
atras”, donde u? es solucién de la ecuacién caracteristica:

(B2 +Mpi+1)=0 (8)

En [2,3] fueron caracterizados los modos de propagacién “hacia adelante”, o sea, los
modos correspondientes a las ondas salientes del dominio. Estos modos se encuentran
en el circulo unidad del plano complejo, sobre el eje real y con médulo menor que 1 para
ondas que se desvanecen, y sobre la circunferencia unidad, en el semiplano superior del
plano complejo para ondas progresivas.

Denotando por G la matriz G = diag(u1(M).. .. ,un,, (1)) ¥ basado en la ecuacion (7),
no es dificil demostrar que la ecuacién (4) se satisface exactamente para los modos de
propagacién “hacia adelante” mediante la relacién

(@*) " = F(gTY (9)

tales que la matriz F denominada matriz DNL. viene dada por F = VGV 1.
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Debido al caracter discreto de la matriz DNL, resulta de interés analizar la influencia del
paso de la malla en el cumplimiento de la igualdad (9). Para ello consideraremos sélo los
modos progresivos, y por tanto, sustituimos, el vector nodal ¢? por su expresién exacta
#1 = expi(kyhyl + /k? — k2, h,5)(1 = 1,2,..., Vi) siendo k, el modo transversal que
expresa el dngulo de incidencia al contorno. Se puede hacer notar directamente que
los vectores determinados por los miembros de la igualdad (9) tienen igual médulo. De
esta manera resulta de interés el célculo de los errores de fase mediante la expresién

| o |=| fase(¢7*!) — fase(F¢?) |.
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Figura 1. Error de Fase con la matriz DNL sobre mallas uniformes con diferentes
pasos de malla y procedimientos de discretizacién (- - DIF,-.- MEFDIF,-
MEFMEF).

En la Figura 1 mostramos el cdlculo del error de fase sobre una malla uniforme,
empleando 10, 20, 30 y 40 elementos por longitud de onda, respectivamente.
Como se puede apreciar la sucesién de errores de fase es convergente, hacia cero,
independientemente, del proceso de discretizacién empleado. Adn mas, el proceso de
construccién de la DN L por el método de diferencias finitas o el de los elementos finitos,
originan errores de fases del mismo orden, y en la medida que refinamos la malla, estos
errores de fase se aproximan uno respecto al otro, sin embargo, cuando empleamos el
procedimiento de discretizacién parcial “MEFDIF” para un intervalo de frecuencias dado
se logra disminuir el error de fase respecto a las discretizaciones “DIF” y “MEFMEF”.

3. EJEMPLOS NUMERICOS

Los ejemplos numéricos seleccionados permiten predecir el comportamiento de la
solucién numérica en diferentes fenémenos de la transformacién del oleaje, va sea por
efecto del fondo, o por la presencia de un obstéculo.

3.1- Propagacién de ondas sobre fondo horizontal.
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La propagacién del oleaje sobre un fondo horizontal. se comporta como un tren de ondas
progresivas que avanza conservando la direccién de propagacién.
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Figura 2. Amplitudes de ondas progresivas sobre un fondo plano.
Comparacion entre la solucion analitica y numeérica.

En tal caso consideramos un tren de ondas monocrométicas de periodo .8007s que incide
normalmente en un dominio rectangular de 1.0 longitud de onda en la direccién z, por
1/20 longitudes de onda en la direccién y. Se seleccioné una resolucién de 20 elementos
por longitud de onda y con el objetivo de evaluar la funcionabilidad de la condicién
absorbente (DNL) al fondo del dominio de cslculo. se impuso una condicién entrante
tipo Rossby, y condiciones de contorno laterales tipo Neurnann. La solucién mediante
elementos finitos mostrada en la Figura 2, demuestra un correspondencia absoluta con
la solucién analitica para una profundidad A = 10m.

3.2- Foco ondulatorio detris de una elevacién circular sumergida
que descansa sobre un fondo plano.

Con el propésito de demostrar la importancia de la condicién de frontera DN L, nosotros
investigamos el foco de un tren de ondas monocromaticas detras de una elevacién circular
sumergida, que descansa sobre un fondo plano (Ensayo de Ito & Tanimoto, 1972)[7].
Debido a la simetria axial de la elevacién del fondo, los patrones del foco ondulatorio
detras de la elevacién son independientes del angulo de incidencia, si el modelo predice
esto correctamente. La profundidad del agua sobre el fondo plano h; = 0.15m, y la
profundidad del agua en la regién de la elevacién es descrita por

h=hy +0.15625 |(z — 1.2)7 + (y — 1.2)%] (10)

donde hy = 0.05m es la profundidad en la cresta de la elevacidén. Un tren de ondas
monocromético con una altura de 1.04cm, y un periodo de 0.511seg entra en el dominio
con un angulo de incidencia de 6, = 0 grado.

En este experimento se estudiaba la transformacién de un tren de ondas periddico
al pasar sobre una elevacién del fondo(“shoal”), y en el que se reproducia el efecto
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combinado de refraccién y difraccién. Segtn la teoria de rayos, se produce un caustico
tras sobrepasar el “shoal” prediciendo por lo tanto alturas de olas indefinidas.
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Figura 3. Comparacién de los resultados del modelo usando la condicién de
frontera de primer orden y la condicion de frontera DNL, en terminos de la
amplitud normalizada de la onda, con respecto a la onda incidente en diferentes

secciones(-, DNL;-.-, first order local boundary condition).

Los resultados numéricos presentados aqui son obtenidos con la condicién de frontera
DNL colocada a una 1.0 longitud de onda del “shoal” y despreciando el efecto de la
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componente ¢~ sobre la capa de la frontera. Para tres secciones diferentes en la Figura
3 mostramos una comparaccién entre los resultados numéricos del método de Galerkin
con una condicién de frontera local de primer orden v con la condicién de frontera DNL.
Tal comparacién se hace mediante los resultados de la amplitud normalizada a lo largo
de secciones en el modelo. La seccién ‘y = 1.2’ representa amplitudes a lo largo del
tanque, mientras que las secciones 'z = 2.0 y r = 2.4" presentan los resultados paralelos
al generador. En la Figura 3a) que corresponde al eje central longitudinal del tanque de
ensayos, los dos modelos reproducen bien el aumento de amplitud en la formacién del
cdustico principal. aunque es significativo el efecto de las reflexiones en la frontera (al
fondo del tanque) del dominio computacional con la condicién de primer orden.

Los perfiles de las Figuras 3b) muestran el mayor grado de desarrollo del ciustico y
ambos modelos predicen bien el maximo del caustico.

Los perfiles de la Figura 3c) sobreestiman ligeramente la amplitud del cdustico principal
y de forma més importante los valores de minima amplitud, préximo a los puntos
anfidromos que aparecen en el ensayo.

Los resultados numéricos presentados aqui empleando la condicién de frontera DNL
muestran una buena correspondencia con los resultados experimentales de Ito &
Tanimoto, para el caso H;/L; = 0.0026, siendo H; y L; la altura y longitud de la
onda incidente. los cuales, pueden ser encontrados en la literatura referenciadal5.7],etc.
A diferencia del caso rectangular el procedimiento de célculo empleado en el caso de
coordenadas cilindricas debido a que las matrices 47, B’ y C7 dependen de los valores
del radio y del elemento diferencial de arco, se calcula primero la matriz DNL en el
campo alejado (donde la curvatura es despreciable con respecto a A). y después en
forma recursiva se calculan las matrices DNL correspondientes hasta el radio de interés,
mediante la expresién —(47 x+ FU+D 4 Bj)_1 *CJ paraj=M—1,M—2,...,1. En este
proceso, si bien el tiempo de C PU se incrementa con e radio exterior rp, la cantidad de
memoria RAM requerida no.

3.3- Un cilindro infinito pulsando.

Consideremos un cilindro circular vertical de radio a pulsando uniformemente([6]. La
frontera artificial estd ubicada en R = 2a.

El dominio computacional resultante es discretizado con 660 nodos. Nosotros
examinamos el problema con ¢ondiciones de frontera tipo Dirichlet sobre la frontera
fisica. Los resultados numéricos preservan la simetria cilindrica de la solucién exacta
como se aprecia en la Figura 4.

3.4 - Radiacién armdnica circunferencialmente de un cilindro.

Consideremos en tal sentido una carga distribuida cos(n#), sobre un cilindro de radio
a. El dominio computacional fue discretizado con 660 nodos. Nosotros examinamos el
quinto modo circunferencial n = 4, y el nimero de onda adimensional ka = m(la longitud
de onda es igual al didmetro del cilindro)

La Figura 5 muestra la comparacién entre las partes imaginarias de la solucién numérica
y analitica para el caso n = 4. Se pudo apreciar que colocando la frontera del dominio de
célculo a 0.1 longitudes de ondas del contorno R = 2a se obtiene una solucién numérica.
que se corresponde adecuadamente con la solucién exacta.
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Figura 4. Cilindro de radio a pulsando uniformemente; R = 2a, ka = r,
20elementos/A.(-)Solucién analitica,( o ) solucidn numeérica.
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Figura 5. Radiacion armdnica circunferencial(n=4) de un cilindro de radio a,
ka = m, a lo largo de la frontera artifcial R = 2a.

Con la idea de investigar el comportamiento de la condicién DN L respecto a la condicién
DtN, tomemos como modelo la radiacién circunferencial de ondas arménicas. Para ello
calculamos el error absoluto del vector ¢7*! — F.¢/ colocando la frontera artificial a una
distancia R = .1\ de la frontera del dominio fisico de célculo.

Sustituyendo ¢’ por la expresién exacta expi(kyh,l + /k% — k2,h,5). La Figura
% describe el error absoluto modal | p, | respecto al cociente Zr ¢en el caso de
-nodos circunferenciales progresivos, obteniéndose errores del mismo orden por ambos
procedimientos, y segun se aprecia existe un factor 2 en el que difiere la condicién DN L
ie la condicién DiN.
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Figura 6. Radiacion armdnica circunferencial de un cilindro de radio a, ka = r,

a lo largo de la frontera artificial R = 2.2a. Comparacion DNL - DtN para
Niay =30, 60.

CONCLUSIONES

El método DNL ha sido propuesto para incorporar la condicién de radiacién en el
infinito de forma exacta en un esquema numérico. Mediante la condicién DNL se
obtiene una condicién de frontera no-reflejante hasta los Niay modos transversales
definidos por el nimero de nodos sobre la frontera absorbente, la cual origina una
matriz ciclica y llena que acopla todos los nodos de dicho contorno. El procedimiento
DNL es verificado mediante casos pruebas con soluciones analiticas, y aproximadas,
encontrandose una buena correspondencia entre las soluciones numéricas y las soluciones
patrones, respectivamente. En este trabajo se muestra la convergencia de la condicién
DNL a la condicién completamente absorbente del continuo, cuando hacemos tender
hacia cero la distancia nodal, independientemente del método de discretizacién empleado.
Las ventajas del procedimiento DNL radican en que las operaciones se realizan en el
medio discreto, a diferencia de las condiciones tedricas aproximadas de tipo locales y
parabdlicas, y de la condicién no-local tipo DtN donde se requiere el conocimiento de
un sistema base de funciones del operador a resolver, lo cual se dificulta con el aumento
de la anisotropia del medio.

El proceso de calculo de la DNL se basa en el uso de los procedimientos del paquete
LAPACK para la determinacién de los autovalores. El proceso computacional en la
version en coordenadas rectangulares desarrollado aqui no incrementa ni el costo ni el
tiempo de CPU, mientras que en coordenadas cilindricas, se incrementa el tiempo de
CPU con el radio exterior r4, pero no asi la cantidad de memoria RAM requerida.
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