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RESUMEN
Una condie ion de frontera discreta no-local completamente no-reflejante ha
sido derivada para la simulacion numerica de ondas gravitatorias mediante
la ecuacion de Berkhoff. Aquf se muestra la combinacion de la condici6n
de frontera con los metodos de diferencias finitas y de elementos finitos. Los
ejemplos numericos, demuestran las importantes mejoras obtenidas con el
uso de esta condici6n respecto alas usuales.

ABSTRACT
A nonreflecting discrete non-local boundary condition has been obtained for
the numerical simulation of gravity waves by means Berkhoff's equation. Here
it is shown how to combine that boundary condition with finite difference
methods and finite element methods. DNL procedure has been developed in
rectangular and circumferential coordinates. The numerical examples show
an important improvement in accuracy over standard conditions.

1.INTRODUCCION
En este trabajo, con el metodo DNL se formula un problema discreto de valores-frontera
en una region acotada bidimensional, mediante la imposici6n de una relaci6n entre los
valores nodales sobre la frontera artificial del dominio y las capas sucesivas. Elobjetivo
es, sin dudas, que la solucion de la formulae ion DNL sea muy proxima a la restriccion
de la soluci6n exacta( y tinica) del problema original a este dominio acotado, y para ello
hemos derivado una condicion de frontera discreta, no-local y no-reflejante[2,3].
En la formulacion computacional, son desarrolladas todas las operaciones con el operador
discretizado(en sentido fuerte 0 debil), a diferencia de la formulacion DtN(Harari, 1.&
Hughes Thomas, J .R.,1992)[6], y de una aproximaci6n pseudoespectral de Fourier para
dispersion de ondas en el mar(Chen,Y. & Philip,F.L.,1994)[4], las cuales resuelven de
forma aproximada (mediante series) el problema analftico en un medio no acotado.
Finalmente, debemos resolver una serie de problemas con frontera artificial (en
coordenadas rectangulares 0 circunferenciales) usando el metodo de diferencias finitas.

mailto:rbonet@intec.unl.edu.ar


Nosotros consideramos el problema de Neumann con una frontera DNL asociado a la
ecuacion de Berkhoff(1976)[1,8].

'\h(CCg'V'¢» + k2CCg¢> = 0 en R
¢> = i> para y E [0,12], y x = 0

~~= 0 para x E [0, II], y = 0, 0 y = 12

+ b.c. tipo DNL para y E [0,12], y x = 11

sobre el rectangulo R = [0,II] x [0,12] con condiciones de frontera tipo Neumann sobre
las fronteras verticales. En este problema consideramos que elmlmero de onda k(x, y)
variable tiende a una constante k(x, y) = k en una region n c R proxima a la frontera
artificial.

En 10 que sigue nosotros consideramos la discretizacion del dominio computacional n
mediante una mall a "estructurada", tal que la capa j sea la capa correspondiente a la
frontera artificial del dominio computacional. Denotemos por ¢>; los valores nodales
de la solucion por elementos finitos correspondientes a los nodos de dicha capa, para
i = 1,2, ... ,lVtay.

Como el dominio n es prismatico es conveniente utilizar la discretizacion parcial
de la ecuacion de Helmholtz , de tal manera que permita expresar mediante una
ecuacion en diferencias la dependencia entre los valores nodales de la solucion numerica
correspondientes a las capas j - 1, j y j + 1. La discretizacion de la ecuacion de
Helmholtz con elementos lineales en la direccion transversal, origina un sistema de
ecuaciones diferenciales de segundo orden en la direccion x de la forma

donde las matrices M, K representan las matrices de masa, y de rigidez globales de
la discretizacion unidimensional en la direccion transversal, la matriz I es la matriz
identidad, y hy representa la longitud del elemento e en la discretizacion realizada.
Discretizando nuevamente, se tiene:

donde L(¢>i) = ¢>i si empleamos diferencias finitas, 0 L(¢>i) = (<1,;-1+4:;+<1>;+1) si
empleamos elementos finitos lineales.
Tal discretizacion parcial se puede emplear evidentemente de diferentes maneras, pero
independientemente de esto, el "stencil" correspondiente a los nodos de una capa j es
de la forma:



donde la matriz B es una matriz llena, y la matriz A es una matriz diagonal, 0

no, dependiendo de la discretizaci6n parcial realizada. La matriz de los coeficientes
correspondiente a la capa j - 1 es igual a la de la capa j + 1 debido a la simetria del
operador.

En lugar del metodo de elementos finitos, nosotros podemos usar el metodo de diferencias
finitas para resolver el problema (1). Nosotros optamos por usar diferencias centradas de
segundo orden sobre una malla de paso hI en la direcci6n x y de paso hy en la direcci6n
y. Tenemos, entonces para los nodos interiores correspondientes a la capa j la ecuaci6n
en diferencias siguiente :

la cual adopta la forma (4), siendo la matriz B una matriz tridiagonal y la matriz A. una
matriz diagonal.

donde A = diag(AI' A2, ... , ANI.y)es una matriz diagonal formada por los autovalores de
A -I B y V el sistema de autovectores de A.-I B.
Mediante la siguiente transformaci6n no-singular

N/afj

j-"'Vi·(+ +j - -j) 1-12 N1>1 - L-, I,. Ci Pi + Ci P. con - , , ... , lay

i=l

separamos el campo ondulatorio en los modos de propagaci6n "hacia adelante" y "haeia
atras", donde P; es soluci6n de la ecuaci6n caracterfstica:

En [2,3] fueron caracterizados los modos de propagaci6n "hacia adelante", 0 sea, los
modos correspondientes alas ondas salientes del dominio. Estos modos se encuentran
en el cfrculo unidad del plano complejo, sobre el eje real y con m6dulo menor que 1 para
ondas que se desvanecen, y sobre la circunferencia unidad, en el semiplano superior del
plano complejo para ondas progresivas.
Denotando por G la matriz G = diag(PI(A), ... ,PNlay(A))Y basado en la ecuaci6n (7),
no es dfficil demostrar que la ecuaci6n (4) se satisface exactamente para los modos de
propagacion "hacia adelante" mediante la relacion



Debido al caracter discreto de la matriz DNL, resulta de interes analizar la influencia del
paso de la malla en el cumplimiento de la igualdad (9). Para ello consideraremos s610los
modos progresivos, y por tanto, sustituimos, el vector nodal ¢;J por su expresi6n exacta
ef>t = exp i(kyhyl + yiP - P yhxj)( I = 1,2, ... , Nlay) siendo ky el modo transversal que
expresa el angulo de incidencia al contorno. Se puede hacer notar directamente que
los vectores determinados por los miembros de la igualdad (9) tienen igual m6dulo. De
esta manera resulta de interes el calculo de los errores de fase mediante la expresi6n
1u 1=1 jase(¢;i+1) - jase(F¢;i) I·

0.1 0.01
Is I 1"1

0.01 0.001 /
.......I '.0.001 B \ . 0.0001 B \j'I

-4 1<-¥-

0.0001 1e-05 k

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.01 0.001
1"1 1"1

0.001 0.0001 " /

'. / \ .
0.0001 130 e!),1 1e-05 B

.I
\j -4 -4

1e-05 1e-06 k

0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 1. Error de Fase con la matriz DNL sobre mallas uniiormes can diierentes
pasos de malla y pracedimientos de discretizaci6n (- - DIF,-.- MEFDIF,-
MEFMEF).

En la Figura 1 mostramos el calculo del error de fase sobre una malla uniforme,
empleando 10, 20, 30 y 40 elementos por longitud de onda, respectivamente.
Como se puede apreciar la sucesi6n de errores de fase es convergente, hacia cera,
independientemente, del proceso de discretizaci6n empleado. Aun mas, el praceso de
construcci6n de la DN L par el metoda de diferencias finitas 0 el de los elementos finitos,
originan errores de fases del mismo orden, y en la medida que refinamos la malla, estos
errores de fase se aproximan uno respecto al otro, sin embargo, cuando empleamos el
procedimiento de discretizacion parcial "MEFDIF" para un intervalo de frecuencias dado
se logra disminuir el error de fase respecto alas discretizaciones "DIF" y "MEFMEF".

Los ejemplos numericos seleccionados permiten predecir el comportamiento de la
soluci6n numerica en diferentes fen6menos de la transformaci6n del oleaje, ya sea por
efecto del fondo, 0 por la presencia de un obstaculo.



La propagacion del oleaje sobre un fondo horizontal. Sf' comporta como un tren de ondas
progresivas que avanza conservando la direccion de propagacion.

A

Figura 2. Amplitudes de ondas progresi"as sabre un fonda plano.
Comparaci6n entre la solucion analitica y numerica.

En tal caso consideramos un tren de ondas monocrOIll<lticasde periodo .8007s que incide
normalmente en un dominio rectangular de 1.0 longitud de onda en la direccion x, por
1/20 longitudes de onda en la direccion y. Se selecciono una resolucion de 20 elementos
par longitud de onda y con el objetivo de evaluar la funcionabilidad de la condicion
absorbente (DNL) al fonda del dominio de ca.lculo. se impuso una condici6n entrante
tipo Rossby, y condiciones de contorno latera.les tipo Neumann. La soluci6n mediante
elementos finitos mostrada en la Figura 2, demuestra un correspondencia absoluta con
la solucion analftica para una profundidad h = 10m.

3.2- Foco ondulatorio detras de una elevaci6n circular sumergida
que descansa sobre un fondo plano.

Con el proposito de demostrar la importancia de la condici6n de frontera DN L, nosotros
investigamos el foco de un tren de ondas monocromaticas detras de una elevacion circular
sumergida, que descansa sobre un fondo plano (Ensayo de Ito & Tanimoto, 1972)[7].
Debido a la simetrfa axial de la elevacion del fondo, los patrones del foco ondulatorio
detras de la elevacion son independientes del angulo de incidencia, si 1"1 modelo predice
esto correctamente. La profundidad del agua sobre el fondo plano hI = 0.15m, y la
profundidad del agua en la region de la elevacion es descrita por

donde h2 = 0.05m es la profundidad en la crest a de la elevaci6n. Un treu de oudas
monocromatico con una altura de 1.04cm, y un periodo de 0.511SEg entra en el dominio
con un angulo de incidencia de (}o = 0 grado.
En este experimento se estudiaba la transformacion de un tren de ondas peri6dico
al pasar sobre una elevaci6n del fondo( "shoal" ), y en 1"1 que se reproducia 1"1 efecto



combinado de refraccion y difraccion. Segun la teoria de rayos, se produce un ca.ustico
tras sobrepasar el "shoal" prediciendo par 10 tanto alturas de olas indefinidas.
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Figura 3. Comparacion de 10s resultados del modelo usando la condicion de
Frontera de primer orden y la condicion de Frontera DNL, en terminos de la
amplitud normalizada de la onda, can respecto a la onda incidente en diferentes
secciones(-, DNL;-.-, Erst order local boundary condition).

Los resultados numericos presentados aquf son obtenidos con la condicion de front era
DN L colocada a una 1.0 longitud de onda del "shoal" y despreciando el efeeto de la



componente <:>- sobre la capa de la frontera. Para tres secciones diferentes en la Figura
3 mostramos una comparaccion entre los resultados numericos del metodo de Galerkin
con una condicion de frontera local de primer orden y con la condicion de frontera DNL.
Tal comparacion se hace mediante los resultados de la amplitud normalizada a 10 largo
de secciones en el modelo. La seccion 'y = 1.2' represent a amplitudes a 10 largo del
tanque, mientras que las secciones 'x = 2.0 y x = 2.4' presentan los resultados paralelos
al generador. En la Figura 3a) que corresponde al eje central longitudinal del tan que de
ensayos, los dos modelos reproducen bien el aumento de amplitud en la formacion del
caustieo principal. aunque es significativo el efecto de las reflexiones en la frontera (al
fondo del tanque) del dominio computacional con la condicion de primer orden.
Los perfiles de las Figuras 3b) muestran el mayor grado de desarrollo del caustico y
ambos modelos predicen bien el maximo del caustico.
Los perfiles de la Figura 3c) sobreestiman ligeramente la amplitud del caustico principal
y de forma mas import ante los valores de minima amplitud. proximo a los puntos
anfidromos que aparecen en el ensayo.
Los resultados numericos present ados aqui empleando la condicion de front era DN L
muestran una buena correspondencia con los resultados experiment ales de Ito &
Tanimoto, para el caso H;j Li = 0.0026, siendo Hi y Li la altura y longitud de la
onda incidente. los cuales, pueden ser encontrados enla literatura referenciada[5.7],etc.
A diferencia del caso rectangular el procedimiento de calculo empleado en el caso de
coordenadas cilindricas debido a que las matrices AJ, Bj y cj dependen de los valores
del radio y del elemento diferencial de arco, se calcula primero la matriz DNL en el
campo alejado (donde la curvatura es despreciable con respecto a ,\). y despues en
forma recursiva se calculan las matrices DN L correspondientes hasta el radio de interes.
mediante la expresion -(Aj * F(j+I) + Bj) -I * Cj. para j = M -I, M - 2, ... , 1. En este
proceso, si bien el tiempo de CPU se incrementa con el radio exterior rb. la cantidad de
memoria RAAI requerida no.

Consideremos un cilindro circular vertical de radio a pulsando uniformemente[6]. La
frontera artificial est a ubicada en R = 2a.
EI dominio computacional resultante es discretizado con 660 nodos. Nosotros
examinamos el problema con condiciones de frontera tipo Dirichlet sobre la frontera
fisica. Los resultados numericos preservan la simetria cilindrica de la solucion exacta
como se aprecia en la Figura 4.

Consideremos en tal sentido una carga distribuida cos(nO), sobre un cilindro de radio
a. El dominio computacional fue discretizado con 660 nodos. Nosotros examinamos el
quinto modo circunferencial n = 4, y el numero de onda adimensional ka = rr(la longitud
de onda es igual al diametro del cilindro)
La Figura 5 muestra la comparacion entre las partes imaginarias de la solucion numerica
y analitica para el caso n = 4. Se pudo apreciar que colocando la frontera del dominio de
caIculo a 0.1 longitudes de ondas del contorno R = 2a se obtiene una solucion numerica,
que se corresponde adecuadamente con la solucion exacta.
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Figura 4. Cilindro de radio a pulsando uniformemente; R = 2a. ka = rr,
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Figura 5. Radiacion armonica circunferencial(n=4) de un cilindro de radio a,

ka = rr, a 10 largo de la frontera artifcial R = 2a.

Con la idea de investigar el comportamiento de la condici6n D N L respecto ala condici6n
DtN, tomemos como modelo la radiaci6n circunferencial de ondas arm6nicas. Para ello
calculamos el error absoluto del vector ¢H! - F.¢j colocando la frontera artificial a una
distancia R = .1>-de la frontera del dominio ffsico de cilclllo.
Sustituyendo ¢j por la expresi6n exact a expi(kyhyl + yiP - k2yhxj). La Figura

describe el error absoluto modal I Pm I respecto al cociente tR en el caso de
Jlodos circllnferenciales progresivos, obteniendose errores del mismo orden por ambos
Drocedimientos, y segUn se aprecia existe un factor 2 en el que difiere la condici6n D N L
,e la condici6n DtN.
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Figura 6. Radiacion armonica circunferencial de un cilindro de radio a, ka = Ir,
a 10 largo de la Frontera artiilcial R = 2.2a. Campara cion DSL - DtN para
Nlay = 30. 60.

El metodo Dl\' L ha sido propuesto para incorporar la condicion de radiacion en el
infinito de forma exacta en un esquema numerico. Mediante la condicion DiY L se
obtiene una condicion de frontera no-reflejante hasta los N1ay modos transversales
definidos por el numero de nodos sobre la frontera absorbente. la cual origina una
matriz cfclica y llena que acopla todos los nodos de dicho contorno. El procedimiento
DNL es verificado mediante casas pruebas con soluciones analfticas, y aproximadas,
encontnindose una buena correspondencia entre las soluciones numericas y las soluciones
patrones, respectivamente. En este trabajo se muestra la convergencia de la condicion
DN L a la condicion completamente absorbente del continuo, cuando hacemos tender
hacia cero la distancia nodal, independientemente del metodo de discretizacion empleado.
Las ventajas del procedimiento DNL radican en que las operaciones se realizan en el
medio discreto. a diferencia de las condiciones teoricas aproximadas de tipo locales y
parabolicas, y de la condicion no-local tipo DtN donde se requiere el conocimiento de
un sistema base de funciones del operador a resolver, 10 cual se dificulta can el aumento
de la anisotrop!a del media.
El proceso de calculo de la DNL se basa en el usa de los procedimientos del paquete
LAPACK para la determinacion de los autovalores. El proceso computacional en la
version en coordenadas rectangulares desarrollado aqui no incrementa ni el costo ni el
tiempo de CPl', mientras que en coordenadas cilfndricas, se incrementa el tiempo de
CPU con el radio exterior rb, pero no as! la cantidad de memoria RA.lv[ requerida.
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