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Resumen
Una implementacion de la condicion de borde absorbente discreta no local (DNL) [1], para el
problema de la resistencia de onda en barcos es presentada. En contraste a las formulaciones
tipo-Dawson [2], evita el uso de viscosidades numericas en la discretizacion, por 10 que
un esquema centrado puede emplearse para el operador de superficie libre. La condicion
de borde absorbente es "completamente absorbente" en el sentido de que la solucion es
independiente de la posicion de la front era aguas abajo, y es obtenida por un analisis directo
de las ecuaciones en diferencias finitas resultantes, asumiendo que la malla es estructurada
ID (en la direccion longitudinal), y exige la descomposicion en autovalores de una matriz de
una dimension menor que la de la matriz del sistema.

An implementation of the absorbing boundary conditions (DNL) [1], for the ship wave re-
sistance problem is presented. In contrast to the Dawson-like methods [2], it avoids the use
of numerical viscosities in the discretization, so that a centered scheme can be used for the
free surface operator. The absorbing boundary condition is "completely absorbing", in the
sense that the solution is independent of the position of the downstream boundary and is
derived from straightforward analysis of the resulting constant-coefficients difference equa-
tions, assuming that the mesh is ID-structured (in the longitudinal direction), and requires
the eigen-decomposition of a matrix one dimension lower than the system matrix.

El fundamento general de la condici6n de frontera absorbente discreta no local (DNL) es pre-
sentado en [1]. Su adaptaci6n para modelos elipticos de propagaci6n de ondas en el mar, es
dada en [3J, mientras que en este trabajo 10 especializaremos para el problema de la resistencia
de onda en barcos, tratado mediante flujo potencial con una superficie libre. Pero antes veamos
su implementaci6n para la ecuaci6n de Laplace -tir/> = 0 en -H ::; Y ::; 0, con condiciones de

borde rnixtas, a¢/an = w en y = 0, y rf> = 0 eny = -Ii. Supongamos una malla homogenea
con nodos (Xj,YI) de la forma Xj = jh, para -oc :s j :s 00, Yl = -Ih para 0 :s I :s Imax. La
ecuaci6n en elnodo interior (j,I) con 1 ::; 1:S (M - 1) es,

r/>j,l+t - 2r/>il + r/>j,l-l + r/>j-l,l - 2r/>jl + r/>j-l,l = 0
h2 h2
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Para la condici6n de contorno en la superficie, usamos una discretizacion de primer orden para
8<p/Dn y nos queda, <PJO-<Pjl = wjh. Puede verse que agregando un termino de correcci6n puede
encontrarse una aproximacion de segundo orden para la condicion de contorno. La ecuaci6n
corregida es,

_ <PjO - <Pjl + ~h <Pj +-l ,0 - 2<pjO + <Pj-l,O _ .
h 2 h2 - wJ

Ahora !lamemos q; a un vector que contiene todos los potenciales de los nodos en la columna
i, esto es, lj>1 = [<PjO <Pjl <Pj,M-lf. Entonces el sistema (1), (2), 10 podemos reescribir
como,

A = diag g, 1, ... ,1}

Esto es siempre posible ya que A -I B es equivalente a una matriz simetrica y definida positiva.
Efectivamente sea, A 1/2 = diag { 1/ J2, 1, ... ,I},

:8 = A -1/2(A -1/2BA1/2)A1/2 (7)

Pero A -1/2BA -1/2 es simetrica y definida positiva y A 1/2 es la matriz de equivalencia. Puede
demostrarse tambien que los {bi} son todos bi > 1 y asumimos que estan ordenados, bl < ~ <
. .. < bn. Si hacemos el cambio de variable, vj = S -1lj>1, entonces la ecuacion para Vj se
obtiene multiplicando (5) por S-l,

s-Ilj>1+1 _ 2(S-I:8S) (S-Ilj>1) + S-Ilj>1-1 = SA -IFj = Fj

Vi+! - 2DVj + Vi-I = Fi

Sea M tal que W = 0 para Iii ~ M, entonces rl = 0 para todo l y para iii ~ M. Para encontrar
la solucion de la ecuaci6n homogenea proponemos uf de la forma, uf = (Allj. Puede verse que
108 bl son tados positivos y bl > 1 de manera que vale el razonamiento de antes y para cada l
hay Al± reales y positivos tales que,
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donde C es la matriz de la condicion absorbente, que en general sera C llena. La misma
condicion result a ser absorbente para]0 - 00, es decir, c/>-(M~l) = Cc/>-M. El analisis anterior
es valido en el caso. en que la malla sea no estructurada segun y (En el caso ID seria cuando
6y "I cte) ya que las ecuaciones pueden seguir poniendose como en (3) pero ahora con A y B
no exactamente como en (4). Pero de todas formas sigue valiendo que los autovalores {b;} de
B satisfacen (11) y todo el analisis permanece valido. Notemos que a diferencia con el caso
estructurado, 0 tambien si usamos FEM en vez de FDM, entonces A puede no ser diagonal.
De todas formas el usa de Al/2 es solo a fines de demostrar el caracter simetrico y definido
positivo de B. En la implementacion numerica 10 unico necesario es encontrar los autovalores y
autovectores del problema Bv = bAy.

Notemos que en el caso 3D, la malla puede ser completamente no estructurada en el plano yz.
Veremos ahora como surge la expresion de tipo (3) en un contexto mas general. Para esto
hagamos, t:J.<p = <P,x;; + t:J.yz<P, y consideremos que primero discretizamos en las coordenadas yz,
con 10 cUal se obtiene un sistema de ODE's en x posteriormente discretizado. Consideraremos
por separado el caso de diferencias finitas y de elementos finitos.
2.1 Diferencias Finitas

Consideremos que semi-discretizamos segUn yz el laplaciano por diferencias finitas y sea c/> el
vector de valores nodales, Kc/> = -G(x), donde G(x) es el termino fuente relacionado con la
condicion de contorno en la superficie libre y -K la matriz dellaplaciano 2d. de manera que K
es definida positiva. Entonces eJ>xx - KeJ> = -G(x), y luego discretizando por diferencias finitas
la derivada segunda segun x,

¢i+l _ 2¢i + cjJJ-l .
---&;-2--- - Kc/>= -GJ
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10 cual puede ser puesto en la forma (3) con, A = I, B = (I + ~t.:z;2K). Por 10 tanto los
autovalores de B son reales positivos y mayores que la unidad.

La discretizacion en yz da McjJ,xx - KcjJ = G(x), donde ahora aparece la matriz de masa M.
Discretizando en x,

qJ+l + 4qJ + qJ-l .
-K = GJ (15)

6
de manera que A = M - t.:z;2 K/6, B = M + t.:z;2 K/3, Ylos autovalores b; surgen del siguiente
problema,

(M + ~t.:z;2 K) w = b (M - ~tlx2 K) w (16)

Ahora sean w Y!J > 0 solucion del cllisico problema de autovalores generalizado Kw = !JMw,
entonces w es tarnbien autovector del problema (16) y el autovalor correspondiente es, b =
(1 + 1/3 t.:z;2!J)/(1 - 1/6 t.:z;2!J)> 1.

Hasta ahora hemos encontrado una forma sistematica de desarrollar condiciones de contorno
absorbentes basada en encontrar una expresion general para la solucion de la ecuacion homogenea
para x > L (x < L) e imponiendo a cero aquellos modos que divergen hacia x -t +00 (x- -t

+00). Ahora veremos que, incluso en una aproximacion muy cruda, el problema de flujo potencial
con superticie libre se caracteriza por tener soluciones propillS en la forma de cosenos y senos,
ademas de las exponenciales habituales. Como estas soluciones no se anulan ni divergen en
ninguna de las direcciones, ya no podemos aplicar el criterio habitual para obtener la condicion de
contorno. Por 10 tanto debemos primero estudiar como se deben tratar estos modos hiperb6licos.
Las ecuaciones de gobierno son, t:J.</> = 0 para y < 0, fJ</>/fJn+ K-l</>,xx = (U/g)(t:J.p),x en
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Figura 3: Verificacion de la condicion de contorno absorbente. EI resultado es independiente de
donde se impone la condicion.

Y = O. Consideremos ahora una semidiscretizacion segun Y con t:J.y = cte. Sea Yj
j = O,I, ... ,Q y, ¢j(x) "" ¢(x,Yj). La aproximacion en Y < 0 es,

¢j+1- 2¢j +¢j-I + -I.. - 0 (17)
fry2 'l'J,XX -

Para Y = 0 podemos aproximar a¢lan mediante una aproximacion de primer orden en fry
decentrada, a¢lan "" (¢o - ¢ill fry. Pero en realidad es simple desarrollar una aproximacion de
2do orden en fry, si consideramos una aproximacion centrada para a¢lan con un nodo ficticio
Y_I = fry e imponiendo la ecuacion interior tambien para j = O. Definamos un nodo ficticio
ubicado por encima de la superficie libre en Y_I = fry. Entonces podemos aproximar la condicion
de superficie libre usando una proximacion de 2do orden para la derivada centrada,

¢-I - ¢I + k-I-I. - (18)
2fry 'l'O.xx - W

Pero hemos agregado una incognita de manera que debemos agregar una ecuacion para 10 cual
agregamos la ecuacion para los nodos anteriores para j = 0,

4>-1 - 24>0 + 4>1 + ,/, _ 0
fry2 'l'O,xx -

¢o-¢I --I---;sy- + K ¢o,xx = w



donde k = 11 (11K - Dy 12) es un valor corregido para K. Esta simple modificaci6nes suficiente
para recuperar el orden O(Dy2) de la aproximaci6n. De todas formas queremos recalcar que
esto no es importante en cuanto a la discusi6n sobre las condiciones absorbentes. En una
aproximaci6n muy cruda, supongamos que consideramos s610dos punt os en la discretizaci6n
vertical, un nodo en la superficie libre, con potencial <Po y otro sumergido en YI = -Dy con
potencial <PI.EI sistema (17), (20) puede ponerse como, 4>,XI + A4>= F, con,

Proponiendo soluciones de la forma 4>= 4>oeAX liegamos a una ecuaci6n caracteristica de la
forma,

es positivo de manera que las dos soluciones son reales. Pero como el termino independiente
es negativo, entonces debe haber una raiz positiva)'1 > 0 y otra negativa .\2 < O. Esto ocurre
siempre en 2D incluso cuando se consideren mas grados de libertad en profundidad, todos IDS
modos son elipticos menDs uno que es hiperbolico. En 3D hay un modo hiperb6lico por cada
nodo de superficie. Ahora sea, A = SAS-I donde A = diag PI, .\2}, con la descomposici6n en
autovectores de A, mediante el el cambio de variables U = S-I4>, el sistema queda, U,xx+AU =
F, donde F = S-IF. Como A es diagonal, el sistema se desacopla en dos ecuaciones escalares,

donde k2 = ~. Usando los mismos argument os anteriores, encontramos que la condici6n
absorbente es, U2,x ± k2!J,2 = 0 en x = ±L, pero para ul la soluci6n general en Ixl > L es,

con kl = .jXJ, y debemos aplicar 10 discutido para modos hiperb6licos, y las condiciones de
contorno apropiadas son Ul = UI,x = 0 en x = -L. Finalmente, al poner las condiciones
de contorno absorbentes en terminos de las variables originales ¢o, ¢I, resultan, (wf 4» =
(wf 4>,x) = 0 en x = -L, (wf 4>,x) ± k2 (w§ 4» = 0 en x = ±L. Notemos la asimetria porque
ahora hay 3 condiciones de contomo corriente arriba Y una sola corriente abajo.

En la figura 1 vemosel resultado de aplicar el metodo propuesto para obtener el arrastre de onda
sobre un dipolo sumergido a una profundidad ! unitaria. EI dipolo 10podemos interpretar como
el ca.mpo producido por un cillndro de radio infinitesimal b « f y 130 carga de presion que genera
es ~p(x) = pUll. = -2pU2b2 !R(x+tJ)-2. La simulaci6n la hicimos con una malia de 2 x 240x 20
elementos triangulares, 240 en la direcci6n x y 20 en la direcci6n y, con longitud variable en
profundidad. A fin de obtener una mejor aproximaci6n, los elementos en profundidad tienen un
Dy 10vecesmayor que en la superficie Dybottoml Dysurface = 10. Se us61a condici6n absorbente
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en aguas abajo, mientras que aguas arriba se uso una absorbente aproximada ademas de las
correspondientes a los modos hiperbolicos. La ventaja es que ahora tendremos cP-(M+l) = o.
La malla cubre el rectangulo Ixl < 6, -3 < y < 0, Y se calculo el arrastre de onda para
0.3 ~ Fr ~ 1.15, mostrada en la figura 1, comparada con la expresion exacta para el arrastre de
onda sobre un dipole que es, Cw = 411"2 Fr-6 e-2/Fr2, donde Fr = UIy'gJ. El caso del dipolo
es interesante porque la carya de presion equivalente no se anula pam Ixl ~ 00 y esto es 10 que
ocurre can los casas realea. Vemos que de todas formas la condicion absorbente es aplicable.

Otra ejemplo es el de un "bump" de presion, es decir, una distribucion parabolica de presion de
forma,

Ap = { 1 - (xla)2 para Ixl < a
o para Ixl > a

El coeficiente de arrastre de onda es, Cw = 16(Ka cosKa - sinKa)2/(Ka)3, donde el nillnero
de Froude basado en el semiancho del bump de presion es Fr = U l..;gii. En la figura 2 puede
observarse el result ado por FEM para a = I con la tecnica propuesta de condicion de contorno,
sabre una malla de 2 x 80 x 10 elementos triangulares, & = cte. :-.ybottoml ~surface = 10. que
cubre la region -6 < x < 2, -3 < y < O. Notemos que la distribucion de presion utilizada es de
soporte compacto, por 10 que podemos acercar la frontera aguas abajo tan cerca como queramos.
en tanto no entremos en la region Ixl < 1 donde el termino fuente ( ~ (Ap),x) es no nulo.



EI caso del bump de presion es interesante porque al ser 6.p = 0 para Ixl > a, podemos comprobar
que el resultado es independiente de donde apliquemos la condicion, siempre que 10 hagamos
para x > a. Como en los casos anteriores, en aguas arriba usamos la condicion de contorno
absorbente aproximada, de manera que alii no podemos acercar la frontera arbitrariamente.
Para verificar esto, calculamos el bump de presion para Fr = 0.8 con dos mallas. La primera
tiene 2 x 80 x 10 elementos triangulares, 80 capas equiespaciadas 6.x = 0.1 = cte segUn x
y 10 capas refinadas hacia la superficie ~bottom/ ~surface = 10, cubriendo -6 < x < 2,
-3 < y < O. La segunda consiste en agregar 40 capas mas de nodos segUnx a la primera malla
hasta x = 6. En ambos casos se impuso las mismas condiciones de contorno anteriores, es decir
la absorbente en aguas abajo, mientras que aguas arriba se uso la absorbente aproximada en vez
de la absorbente exacta, ademas de las correspondientes a los modos hiperbolicos. En la figura
3 vemos que los potenciales en la superficie libre versus x, coinciden a precision de la maquina,
asi como tambien coinciden los coeficientes de arrastre de onda calculados con ambas mallas.

El objetivo de este ejemplo es mostrar que, si bien el algoritmo fue diseiiado para mallas uni-
formes, 10 unico necesario es tener varias capas de elementos iguales tanto en la frontera aguas
abajo como aguas arriba, pero que en la zona inermedia la malla puede ser completamente ir-
regular. En la figura 4 vemos la elevacion de la superficie libre para el caso del bump de presion
con Fr = 1.4 con dos mallas de 2 x 80 x 10 elementos triangulares entre -6 :::::x :::::2. La primera
malla es uniforme, con 6.x = cte y ~ variable segun y pero no segun x. La segunda malla fue
generada a partir de la primera agregando una perturbacion aleatoria a los nodos interiores de la
malla anterior para generar una malla iregular. Se dejaron 5 capas de elementos uniformes tanto
a la entrada como a la salida. En dicha figura se muestra la malla irregular y la elevacion de
potencial obtenida por ambas mallas, las cuales' no se llegan a distinguir entre si. La diferencia
en elevaciones menor en valor absoluto a 10-3. En cuanto al arrastre de onda, el resultado con
la malla irregular es Cw = 0.2104 contra 0.2099 para la malla irregular, mientras que el valor
teorico es de 0.2240. Puede decirse que la variacion es despreciable con respecto al error de
discretizacion.

Para los autovalores hiperbOlicosbi < 1 y puede comprobarse que las rakes .x de la ecuacion
caracteristica correspondiente son de modulo unitario, con 10 cual su amplitud no decae. Es-
to indica que con la condicion de contorno absorbente propuesta, al no ser necesario agregar
terminos de upwind, las ondas aguas abajo no sufren de amorliguaci6n numerica, y es 10 que se
observa en los resultados numericos.

4.3 Casco Wigley, modelo de serie 1805 A

En la figura 5 vemos la curva de resistencia de onda obtenida con el metodo propuesto, la cual
esta en muy buena coincidencia con los resultados report ados en la literatura. La malla consistio
de 50 x 13 x 13 = 8450 elementos. Vemosque el metodo propuesto reproduce muy bien el pico
primario y los secundarios. En ningun caso el arrastre se vuelve negativo, por 10 que hemos
discutido previamente.

Se trata de un caso especial donde la perturbacion no es una embarcacion sino una variacion de
presion sobre la superficie libre. Esta perturbacion puede ser producida por, por ejemplo, un
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hovercraft. Las ecuaciones de gobierno linealizadas son, t:.¢>= 0 en fl, a¢>/an = 0 en fbot/lat'
con condiciones de contorno absorbentes en fin/out, y,

a¢>+ K-1 a2¢>= _Uoo 8t:.P
an 8x2 pg ax

donde t:.P es constante dentro de un rectangulo de ancho B, de longitud L y nula fuera del
mismo. Aqui hemos levantado la curva de resistencia para el caso L/ B = 3/2, para el cual
contamos con resultados experiment ales de Kim, reproducidos en Wehausen [4J. Este es un
caso interesante porque es puramente 3D y no entra dentro de las teorias, ni del barco tenue
ni del barco delgado. Ademas notemos que, como en la condicion de superficie libre (Ultima
ecuacion de gobierno) entra la derivada longitudinal de t:.P, esto corresponde a 5-5 de Dirac
en la parte anterior y posterior del rectangulo. Como hemos visto en el calculo anli.litico de
!as curvas de drag para distribuciones de presio 2D, el arrastre es, basicamente, proporcional
a la transformada de Fourier de t:.P. Ahora bien, cuanto mas singular es la distribucion de
presion, mas oscilatoria es su transformada. Como limite, la transformada de una d de Dirac es
una exponencial compleja de amplitud constante. Es de esperar, por 10 tanto, que la curva de
arrastre sea altamente oscilatoria para Fr -t O. Efectivamente, esto es 10 que observamos tanto
en los resultados numericos (figura 6) como en 105 resultados experimentales. La coincidencia
entre ambos es, ademas, muy buena. Notese como se resuelven 105 picos secundarias en la curva
de resistencia. hasta valores de Fr de hasta 0.2. Los resultados numericos present ados fueron
obtenidos con una malla de 30 x 10 x 15 = 4500 elementos en longitud-profundidad-transversal.

Hemos empleado la estrategia de la condicion de frontera absorbente discreta no local (DNL),
para la resolucion del problema de la "resistencia de onda" en barcos mediante flujo potencial.

La estrategia se basa en la descomposicion en autovalores del sistema de ecuaciones ordinar-
ias (ODE) que result an de la discretizacion parcial en la seccion transversal de las ecuaciones
gobernantes. Por construccion Is solucion numerica es independiente de la posicion del borde
absorbente. Esto constituye un result ado muy fuerte. Como no se introduce una viscosidad
numerica, la resistencia de onda 10 podemos obtener mediante balances de flujo de momento,



obteniendo siempre valores positivos. Las curvas de arrastre obtenidas con este metodo exhiben
maximos secundarios bien definidos y los calculos pueden hacerse para un amplio intervalo en
el mlmero de Froude.
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