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RESUMO
o sistema nilo linear, de grande interesse pratico, que e focalisado nesse trabalho e 0

mancal radial de deslizamento (figura I). Esse tipe de mancal consiste de urn rotor que gira
dentro de urn cilindro oco (anel externo) de raio interno ligeiramente maior que 0 raio do
rotor e com 0 espa~o entre eles sendo preenchido por urn fluido lubrificante. 0 sistema
pode ser descrito por uma equa~ilo diferencial ordinaria (edo) de quarta ordem onde as
for~as geradas pelo fluido silo solu~1!esaproximadas de equa~1!esdiferenciais parciais.
Esse sistema revela urn comportamento rico e complexo mesmo no caso mais simples
(rotor perfeitamente balanceado, sistema autonomo sem excita~ilo). Rigorosos vinculos
geom6tricos silo impostos sobre a excursilo do centro do rotor relativamente ao centro do
anel externo no intuito de se evitar 0 contato entre ambos 0 que resultaria na falha do
sistema. Urn dos objetivos do trabalho e investigar areas potencialmente perigosas no
espa~o de parametros que possam levar 0 rotor a atingir 0 anel externo. Essa pesquisa,
portanto, fomece dados que garantem que a excursao do rotor perman~e estavel ou numa
6rbita fechada de extensilo limitada. Silo analisados mancais longos sobre a influencia do
carregamento e da cavita~ilo. Para tanto, partindo da aproxima~ilo de Reynolds para 0

mancal longo, 0 trabalho utiliza de metodos numericos para problemas de bifurcafiio,
para calcular pontos de bifurca~ilo complexos (ou de Hopf), e de metodos numericos de
continuafQO, para obter ramos de solu~Oes peri6dicas que emanam de solu~
estacionanas. Sao mostradas, tambem, a amplitude e afrequencia das solu~ peri6dicas
em fun~iloda velocidade angular do rotor para caITeglIIllentosleve, medio e pesado.

ABSTRAcr
In the mechanical engineering moving system's field the radial journal bearing is one of the
great interest. It consists of a circular inner cylinder (the rotor) that turns inside a hollow
cylinder of slightly larger radius (the stator). The cavity between the cylinders is filled with
a lubricant and any load carried by the rotor must be supported by the fluid forces exerted
by the lubricant on the rotor. The system can be described by a set of four first order's
nonlinear ordinary differential equations which the fluid forces are approximate solution of
partial differential equations and shows a great richness of behavior same at the simplest
case of cavitation model, autonomous, unforced and balanced-mass rotor system. Rigorous
geometrical constraints are impose on the moving of the rotor's center about stator's center
to avoid the contact between them. Otherwise, the contact could well result in bearing
failure. Starting from the Reynolds approximation for the long bearing the paper uses of
numerical methods for bifurcation problems to calculate Hopf bifurcation points and to
obtain branching of periodic orbits that emanate from stationary solutions. The paper also
shows the amplitude and frequency of periodic solutions as a function of rotor's angular
velocity for the low, medium and high loads.
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ENIEF - X Congreso sobre Metodos Numericos y sus Aplicaciones

A amplitude adimensional de 6rbitas peri6dicas, '" YI(O) - Yl(te)·

c folga radial, '" re - r,., [m].
e excentricidade do rotor em rela~o ao anel extemo, [m].
F" F, componentes das for~as hidrodinAmicas nas ~1les radial e transversal, [N].

hf espessura do filme de lubrificante, == c(1 + & cosO) , [m].

L comprimento axial do mancal, [m]
M metade da massa do rotor, [Kg].
P distribui~o de pressao circunferencial, [Nm'1.

P. pressao de contorno, [Nm'1·

re, r;. raio do anel extemo e do rotor, [m].

S nfunero de Sommerfeld, '" 1/ ;rW = T]OJ rLrr(rr / C)2 /;rW .
tempo, [s].

i tempo adimensiona~ '" t(W/2Mc)'~.
i tempo adimensional e normalizado, °~i ~1 .

te valor arbitrlirio mas fixo de i, °< ie < 1 .
W fo~ constante (para urn mancal descarregado W = Mg), [N].

Y'Yk vetor de solu~1les e elementos do vetor de solu~1les de urn sistema de edo's de I" ordem.
& rela~ao adimensional entre a excentricidade e a folga, !!!! e / c .
'1 viscosidade do lubrificante (considerada constante), [Nsm"1.
o angulo medido a partir da m8xima folga radia~ [rd].
, posi~ao angular absoluta da linha de centros em rela~o a vertical, [rd].

€Or velocidade angular absoluta do rotor em torno do seu centro, [rds,I].
/ij freqllencia orbital adimensional das solu~1les peri6dicas.

iVr velocidade angular adimensional absoluta do rotor, '" €Or(2Mc/W)Y2 .
'" simbolo de defini~o.

ad/tit .

!!!!d/di ou ad/dt.
significa adimensionalidade.

prescri~ao de valores iniciais.
indica valores estacionanos.

Para descrever 0 movimento do rotor em rela~o a urn referencial fixo (figura I) considera-se que a
massa do rotor esteja equanimimente dividida entre dois mancais identicos e que 0 movimento seja
simetrico nos dois mancais dada a distribui~ao uniforme de massa. Analisando urn dos mancais e como
se 0 centro de massa se comportasse como uma particula de massa M, situada em 0', enquanto 0
centro do mancal permanece fixe em O. A posi~ao de 0' relativamente a 0 pode ser dada em
coordenadas polares como (e,,) e as equa~1les de movimento na ~ao da linha que passa pelos



centros do anel externo e do rotor (dir~o radial) e na dir~iio normal a linha dos centros (dir~iio
transversal) sao [I]

Figura I: Urn rotor, sujeito a urn carregamento externo W, onde 0 lubrificante ocupa a metade
convergente da cavidade.

Para calcular F; e F; e conveniente com~ar com a equa~ao (2) que governa a distribui~iio de pressiIo
para mancais radiais hidrodinamicos infmitamente longos [3],

Tem-se observado rupturas no filme de 61eo,onde ele passa a escoar em forma de estrias na parte
divergente do movimento devido a forma~iiode bolhas de ar, perdendo, desta forma, a capacidade de
sustentar for~as hidrodinamicas. A este fenomeno c1A-se0 nome de cavitafiio. Varios pesquisadores se
debru~aram sobre esse tema (p.e., [2] e [6]) de fundamental importancia na determina~o do
comportamento. Entretanto, esse assunto ainda representa urn desafio. Nesse trabalho, para simplificar
os calculos, utiliza-se de urn modele de cavita~iIo chamado de filme- Jr. Esse modele sup(\e que 0

lubrificante ocupa a metade convergente da cavidade enquanto a outra metade e ocupada pela cavita~iIo
(figura 1).

Considerando 0 mancal longo com 0 modelo de cavita~iio filme-Jr, integrando (2) duas vezes em
rela~iioa () com p(8 = 0) = p(Jr ~ 8 ~ 2Jr) = P. tem-se



P-P. ( 2¢tsinO(2+I:COSO) '14[ I: . sinO
6{':-Y = OJ, - 2+1:2 {I+ I:COSO)2 +1: -; (2+~xI-1:2rV2{1+I:COSO)2

(I _11:2) COS-{-II:-++-I:C-:-SO-O)} ~ (-( I-+-C-~-O-S0-)-2 - -(1-+1_1:)-2)}.

(3)

A equa940 (3) fomece a pressao gerada pelo filme de oleo sob carregarnento dinamico desde que sejam

conhecidas a velocidade radial de compressao do lubrificante, f:, e a velocidade rotacional (OJ, - 2¢) ,
para qualquer rela~ao de excentricidade 1:.As for~as geradas pelo filme podem ser calculadas a partir
da equa~ao (3) e sao dadas por

[

( )
Ii ( J]1:"-C,p,2 = -12~ _2_~__1__~_/_2(1_~')+~ ,. 1_6_ +2cos,p

(I_~)~ 2+~ OJ, OJ, ,.(2+c2
)

Para determinar ramos de solu~Oes (estacioruirias e peri6dicas) de (5) em fun940 do parametro W" via
metodos de continua~lio, deve-se reescrever 0 sistema em equa~Oes de primeira ordem. 0 interesse e
buscar solu~Oes peri6dicas de freqiJencia orbital desconhecida e as seguintes modifica~6es em (5) devem
ser realizadas. As solu~Oes peri6dicas devem satisfazer



e(O)=e(T),
&'(0) = &'(T),
;(0) = ;(T),

¢'(O) = ¢'(T),

Em (6) 0 comprimento do intervalo varia com a freqiiencia. Isto pode ser evitado com urna
transforrna9ao para 0 intervalo unitArio, 0:$ f :$1, fazendo

Tt=t,
Yl(t') = e{t),
Y2(t') = &'(i),

Y3(t') = ;(t),
Y4(t') = ¢'(i).

'i = Yl{O)- YI{l) = 0,
72 = Y2(0)-Y2(1) = 0,
73 = Y3(0) - Y3(1) = 0,
74 = Y4(0)- Y4(1) = 0,

Pretendendo-se calcular a solu9ao de (5), para urn dado valor wr =w;, deve-se resolver (8) com a
primeira condi9ao de contorno de 76, 0 valor de W sera dado por W = Y 6 • Para calcular a solU9aOde
(5), para urn prescrito valor w =w· , deve-se resolver (8) com a segunda condi9ao de contorno de 76,

o valor de w r sera dado por W r = Y, . Finalmente, para calcular a solu¢o de (5), para urn prescrito

valor & = &' , deve-se resolver (8) com a terceira condi9ao de contorno de 76, 0 valor de w r sera dado
por wr = Y, eo valor de w por w = Y6'

Urna altera9ao em (8) e conveniente quando se deseja calcular ciclos limite proximos de urn ponto de
bifurca9ao. Isto e feito com a introdu9ao de urn incremento (amplitude) que e prescrita por urna
condi9ao de contorno. 0 novo problema de valor de contorno a ser resolvido para calcular orbitas
periOdicase 0 seguinte [5]

Y; = ft,
Y; = 0.

i= 1,... ,6,

para f < t.,
para f ~ fe'



1j = y,(o)- Yt(1) = 0,
72 = h(O) - Y2(l) = 0,
73 = Y3(O)- Y3(l) = 0,
7. = y.(O)- Y4(l) = 0,

IS = Y2(O) = 0,
76 = y,(O) - y,(O) = 0,

7, = Yl(O)- y,(l)-A = 0,

onde as funlj)Oes J. s80 dadas em (lOa).

Cada solulj)80 de (9) para A;II: ° e uma solulj)80 peri6dica de (5). A questdo agora e detenninar os
valores de A a serem adotados. Tendo em vista que 0 procedimento (9) deve ser pensado como uma
forma de transilj)80 de solulj)Oes estacioruirias para solulj)Oes peri6dicas, para os fIns deste trabalho 0
valor A = 0.05 foi utilizado satisfatoriamente para obter a "primeira" solulj)8o peri6dica e, a partir de
entdo, 0 restante do ramo peri6dico foi obtido resolvendo (8).

A estrutura das solulj)Oes de muitos problemas descritos por edo's 080 lineares pode se alterar de uma
forma drarruitica em certos pontos criticos do pararnetro cbamados pontos de bifU7ca~iio.Urn ponto de
bifurcalj)80 de Hopf (ou urn ponto de bifurcalj)8o complexo) e urn ponto critico onde solulj)Oes peri6dicas
brotam de solulj)Oes estacioruirias, com amplitudes que, partindo da amplitude nu/a no ponto de
bifurcalj)8o, crescem a medida que 0 pararnetro aumenta (bifurcalj)8o supercritica) ou diminue
(bifurcalj)80 subcritica). Urn ponto critico e calculado resolvendo (5) e sua linearizalj)80
simultaneamente. 0 sistema de clilculo de pontos de bifurcalj)80 e dado a seguir [5]



'i = Yt(O) - Yl(1) = 0,
r2 = Y2(0) - Y2(1) = 0,
r3 = Y3(0) - 41) = 0,

r4 = Y4(0) - Y4(1) = 0,
r, = Y7(0) - Y7(1) = 0,

r6 = Ya(O) - Ya(1) = 0,
r7 = Y9(0) - Y9(1) = 0,

ra = YIO( 0) - YIO(1) = 0,

r9 = Ya(O) = 0,
'io = Y7(0)-1 = 0.

Em seguida serlio apresentados os resultados obtidos resolvendo os problemas do valor de contorno
descritos nas sec;:Oesanteriores. Os problemas estio implementados em FORTRAN e rodam em urn
computador DEC-AXP-2I 00-M4/200 OpenVMS da Divisao de Mecamca Espacial e Controle do INPE
(DMC/lNPE).

Pressupondo que a geometria, 0 carregamento e 0 lubrificante nlio se alterem nurna determinada
aplica~lio, dependendo da velocidade angular do rotor, a grosse modo, os seguintes comportamentos
qualitativos foram observados. 0 centro do rotor em regime permanente a) tende para uma solu~lio
estacionana (&0';0) para baixos valores de w,; b) oscila numa 6rbita fechada para valores medios de
w,; c) oscila em direc;:lioao choque com 0 anel externo para altos valores de W,.

Entio, para alguma velocidade critica, w.•, 0 rotor comec;:aadquirir movimentososcilat6rios com uma
dada freqQCnciadesconhecida e a seguinte estratl!gia foi utilizada na obten~liodos resultados: Fixado
urn valor de 8(&0) 0 ponto de bifurca~lio complexo de (5) foi obtido resolvendo (10) para urn valor
estimado da freqilencia W. A primeira solu~lioperiOdicafoi obtida resolvendo (9) para A = 0.05 e, a
partir de entlio, 0 restante do ramo periOdicofoi obtido, nurn processo de continua~o, resolvendo (8)
com r6 = y,( 0) - w;. Para cada valor da velocidade urn TPBVP ("Tho Pcirt Botn.it7y ValuePrr:Jblem) e
resolvido e, portanto, centenas de TPBVP's slio resolvidos para se determinar urn ramo de solu~. A
rotina SOLVER foi desenvolvida para resolver urn TPBVP atraves do mcStododos multiplos tires [5].

o espa~o de parametros do problema consiste de uma estreita faixa no semi-plano direito do plano
(&o,w,) com °< &0 < 1.0. Neste espa~ M uma curva formada por pontos de bifurca~lio de Hopf,

Le., w.•(&0)' e esta curva, mostrada na figura 2, pede ser dividida em tres sub-regi5es de
comportamento distintos. A primeira (terceira) sub-regilio compreende °< &0 < 0.15
(0.72 <&0< 0.79) onde a curva w ••(&o) e constituida de pontos de bifurca9iio complexos
subcriticos. Ou seja, para valores de W, urn pouco abaixo de W•• ocorrem 6rbitas periOdicasinstAveis.
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Figura 3: Maxima excentricidade, Yl(O) = &(0), e a freqilencia, lV, das solu~c3es peri6dicas em fun~iio
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">5 figuras 3 e 5 rnostrarn 0 maximo afastarnento e a freqilencia orb ita is, do centro do rotor em rela~iio
'10 anel externo, para as sub-regioes consideradas, onde observa-se urna superficie de 6rbitas peri6dicas
ao redor do eix.o do parametro co, e a presen~a concomitante de 6rbitas estaveis e instaveis para urn
rnesrno valor do parametro.



A segunda sub-regiiio compreende 0.15 < &0 < 0.72 onde a curva w,c(&o} e constituida de pontos de
bifurcar;iiocomplexos supercriticos. A figura 4 mostra 0 maximo afastamento e a freqilencia orbitais
para esta sub-regiiio.

Uma quarta sub-regiiio compreende 0.79 < &0 < I onde 0 mancal e completamente estavel para

qualquer condifYiio inicial e operacional. A presenfYa desta sub-regiiio atesta a potencialidade dos
mancais hidrodimimicos em suportar carregamentos unidirecionais pesados.

Finalmente, a figura 6 apresenta a sintese qualitativa dos resultados. 0 retangulo central representa 0

espa~o de para metros do sistema (&o'w,) onde pode-se observar a curva w'o(&o} e tres curvas

operacionais representando carregamentos leve, medio e pesado. E possivel observar ainda as curvas
representando a maxima excentricidade das 6rbitas fechadas em funfYao da velocidade do rotor. Tais

curvas partem da intersecfYiio das curvas operacionais com a curva W rc(&o}. Ao redor do retangulo

central estiio as trajet6rias do centro do rotor em relafYao ao centro do anel externo, onde linhas
tracejadas unem pontos operacionais no espafYo de parametros as suas respectivas trajet6rias
resultantes. A figura 6 esta fora de escala pois 0 objetivo e apenas 0 de ilustrar as possiveis solufYoes
qualitativas do problema.
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