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RESUMO
o objetivo deste trabalho e a analise da confiabilidade de uma estrutura de concreto
armado levando-se em conta os efeitos de longa duracao. A analise e feita
empregando-se 0 metodo de simulacao direta de Monte Carlo com Amostragem por
Importancia.

ABSTRACT
The main objective of this paper is a realiability based analysis of a reinforced
concrete structure taking into account long terms effects. This analysis is performed
using the Direct Monte Carlo Simulation with the Importance Sampling Technique

It apresentado neste trabalho a analise de confiabilidade de uma estrutura de concreto armado'
levando-se em conta os efeitos de longa duracao. A aproximacao adotada tira vantagem do
esforco empregado em trabalhos determinlsticos anteriores na prediciio do comportamento
estrutural do concreto armado. Desta forma, importantes efeitos tais como nao-linearidades do
material, podem ser levados em consideracao prontamente, sem dificuldades computacionais.

Devido ao grande tempo de processamento computacional requerido para uma analise
determinlstica, a tecnica de Amostragem por Importancia e escolhida. Esta tecnica reduz
signif'icativamente a quantidade de simulac;iies, conservando a precisao dos resultados
numericos. Os efeitos dos fenomenos de longa duracao na confiabilidade global sao estudados
utilizando esta aproximacao e as recomendat,;6es do CEB-FIP-9014J. It assumido como variaveis
aleat6rias basicas as intensidades dos carregamentos permanente e variavel, e propriedades do
ac;oe do concreto tais como resistencia media a compressiio aos 28 dias if,), coeficiente de Poisson
(0, m6dulo de Young (E) e tensao de escoamento do ac;o (fy). Os resultados de confiabilidade sao
comparados com indices de confiabilidade "alvo" citados em trabalhos de referencia.

MODELO DETERMINlSTICO PARA ANALISE DE ESTRUTURAS DE CONCRETO
ARMADO

o modelo deterministico para a analise de estruturas de concreto armado utilizado neste
trabalho e baseado no modelo apresentado na Ref.[3]. A formulaciio adotada fomece a avaliacao
de caracterlsticas comuns observadas em estruturas de concreto armado, tais como elasto-
viscoplasticidade. fissuraciio e esmagamento. 0 modelo de Ottosen[7]. com quatro parametros, e
empregado como superflcie limite de falha e de plastificacao para 0 concreto. 0 modelo de
fissuras distribuidas e utilizado neste trabalho para a avaliacao das descontinuidades no
concreto.

A estrutura de concreto e discretizada utilizando elementos tridimensionais isoparametricos de
20 n6s, com tres graus de liberdade por n6 (translac;iies), entretanto elementos tridimensionais de
oito n6s podem ser utilizados como alternativa. A analise e feita utilizando 0 metodo iterativo de
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Newton Raphson levando em considerac;ao efeitos nao lineares devido a fL~surac;ao.
viscoplasticidade e fluencia.

o ac;o e modelado como uma camada distribuida bidimensional de espessura "C' equivalente e
inserida no elemento tridimensional de concreto. coincidente com a superficie correspondente a
dois dos eixos naturais. E assumido perfeita aderencia entre 0 concreto e 0 ac;o. Um modelo
classico unidimensional elasto-plastico com encruamento linear e utilizado como modern
constitutivo para 0 ac;o.

Devido ao grande tempo de processamento computacional requerido pela analise determinlstica.
o indice de conf18bilidade p e avaliado usando a Simulac;ao Direta de Monte Carlo com
Amostragem por Importfmcia[2].[5]. Ao inves de avaliar a probabilidade de falha PI como
indicado na (eq.(1», e empregada uma func;ao de densidade de probabilidade de amostragem
(eq.(2», 0 que traz as simulac;iies para proximo da regiao de falha, fomecendo mais casos de falha
no processo de simulac;iio. Esta func;iio de densidade de probabilidade deve ser corretamente
escolhida proxima ao IFM-point Uterative East Monte Carlo procedure)[2], a fun de assegurar
um baixo coeficiente de variac;iio para a probabilidade de falha.

PI = f f,J~)d~
{xlhl.<J<O}

fx(~)
PI =f .. I[h(~) <;, OJ l(x) IJ~) d~

1000 dom£nw ':: ~

onde, ~ e 0 vetor de variaveis aleat6rias basicas, h( ~) e func;ao de estado limite. t1>(~), e a

func;ao de densidade de probabilidade conjunta, 'v(X;) e a funl,;ao de densidade de probabilidade

de amostragem e f[.] e a funl,;ao indicadora, a qual assume os seguintes valores:

{
o para h(x» 0

l[h(~)J= IParah(~;5,O

o modelo proposto e esquematizado na fig. I. Primeiramente, amostras das variaveis aleat6rias
basicas, uniformemente distribuidas, sao geradas e transformadas ao espac;o Gaussiano normaL
Entao. a matriz de correlal,;iio destas variaveis e imposta atraves do modelo de Nataf[5]. Ap6s este
estagio, as amostras sao retomadas ao espac;o original, sendo 0 metodo da transformal,;ao inversa
usado para aplicar as correspondentes func;iies de densidade de probabilidade. As simulac;iies sao
entao feitas com 0 modelo deterministico para cada uma das amostras geradas. 0 valor medio da
probabilidade de falha e coeficiente de variac;ao sao calculados como indicado na eq.(4). 0 indice
de confiabilidade pe calculado usando a relac;ao dada pela eq.(5).

• I N /1>( x...) IN. Up 1
~'=-Lf[h(x,)<;'O]--=-Lfw O. =_1 =-

N .=1 - /J~,J N .=1 PI PPI NFf

p=-r(Fr)
onde, N e 0 numero de simula¢es, <p ~ a fun<;iiode densidade de probabilidade GaussillDll
Normal, Pr e uma estimativa da probabilidade de falha, Cr. e pp' sao os valores estimados do
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vari~iio. Os parametros para a amilise de confiabilidade do exemplo estudado siio resumidos na
tab. I.

Entrada de Dados:
• Mallia de Elementos Finitos:
• Vari~veis B~sicas:
• Parametros Deterministicos;
• Parametros para a Fun<;iio de
densidade de probabilidade das
vari~veis b~sicas e da fun<;iio de
amostragem:

• Gera<;iio de amostras niio
correlacionadas uniformemente

distribuidas u

• Prepara<;iio da matriz de correla<;iio
L (modelo de Natat)
• y

• Transforma<;iio ao espa<;o Normal J:' = ,-'( '!)
• Imposl<;iio da Correla<;iio J:' = L~J:'

• Volta as vari~veis uniformes II..' = ~>::,)
• Aplica<;iio das distribuic;Oes de Amostragem

especificadas ~ = p; 1
( ~.)

An~lise niio Linear:
• Solu<;iio iterativa

fiU' = [Ktfip>-l
• Calculo de deslocamentos.
tensoes e deforma<;6es

Chamadas a fun<;iio de estado
limite para sim ula<;iio

Avalia<;iio da fun<;iio de estado
limite:

.1[g(~)~OJ



Variavel Funciio Densidade Unidade Valor Medio Desvio Padriio
de Probabilidade Ii u

!, Log-Normal MPa O.195x102 O.500xlOl

f/ Log-Normal MPa O.325xl03 O.30Oxl()2

f~ Log-Normal MPa 0.320xl03 O.30OX102

v Log-Normal O.20OxlOO O.200xlD-l
G Normal O.lOOxlOl O.lOOxlOO
Q Normal O.lOOx101 O.400xlOO

Para efeito de compara~ao. alguns indices de confiabilidade citados na Ref. [8) sao apresentados
na tab. II abaixo:

Nivel de Se ran a
Estado limite ultimo

Estado limite de utilizaao

tab.II indices de Confiabilidade e Nlveis de Seguran~a

fndice
2

4.7
3.0

as efeitos de longa dura~ao em estruturas de concreto armado sao caracterizados par
deformat;Oes e tensOes dependentes do tempo. Estes fenomenos sao observados nos primeiros
meses, mas prolonga-se durante quase toda a vida util da estrutura, resultando. por exemplo. em
deslocamentos da mesma ordem daqueles devidos as deformat;Oes instantaneas das cargas de
servi~.

Segundo a teoria proposta por Bazant[l), I! possivel associar urn modelo reol6gico ao
comportamento de um pequeno elemento do material. De acordo com Bazant[l) esta associa~ao
pode ser dada por:

& (I) = _Yr_I_-_I'_)
"" V(I)

onde y(t - I') e V(I) sao respectivamente a taxa de deformat,;ao viscoelastica do material sem
envelhecimento e 0 volume do material solidificado para urn dado instante de tempo t. Assim.
emprega-se 0 modelo reol6gico apenas para a determinat,;iio das deformat,;6es no material sem
envelhecimento. A principal vantagem no uso deste modelo reside na caracterlstica sem
envelhecimento do modelo reol6gico. i.e .. as viscosidades e m6dulos de elasticidade dos elementos
reol6gicos saa independentes do tempo, como na visco·elasticidade clllssica.

Segundo a teoria de solidifIcat,;iio. para um dado material, 0 comportamento quanta a fluencia
pode ser representado pela seguinte funt,;iiode fluencia:

J(I,I,)=_I_+ r(I,1')
£(1') V(I')

que quando comparada com a funt,;iio de fluencia dada pelo CEB-FIP/90[4) fornece as relat;Oes:



V(I,)=_I_
¢Jo(t' )

rela(,;iies estas utilizadas na aproximaciio pela serie de Dirichlet, quando do ctllculo dos
panimetros da cadeia. Neste trabalho adotou-se uma cadeia de Kelvin com 5 elementos(fig. 1).

( ') ~ 1 (1 -(t-t')lt,,)r t,t = ~ E -e
1'=1 "

onde '" = 'lu E" eo tempo de retardamento a fluencia da p -esima unidade. Na eq.(9), esttl

representada a serie de Dirichlet, a qual pode ser ajustada para vtlrias fun(,;iies r( I) e para
diversos tempos de earregamento (t-t') atraves de urn simples algoritmo de aproximacao por
minimos quadrados para funl,;iies nao-lineares. Para a faixa de tempo que se deseja cobrir com a
eadeia neste trabalho (de algumas decadas), os tempos de retardamento sao tornados como:

'" =10"-1'1 p=I,2, ...,N (11)
com 'I = 1 dia. de forma a assegurar uma resposta da cadeia para longos periodos de
carregamento (decadas).

'75
r--[E-. a ( t )

L~vr--·
I

Fez-se 0 ajuste da eq.(10) utilizando-se 0 metodo de minimos quadrados para funl,;iies nao-
lineares, encontrando-se os valores dos parametros dos elementos da cadeia utilizando-se 33
pontos para discretiza~ao da fun~ao descrita no CEB-FIPI9O[4]. as tempos de carregamentos
foram entiio escolhidos em uma raziio crescente em escala logarftmica, assim definidos:

1
8.0408

2
9.3056

3
3.7884

4
2.5359

5
11.9834



Devido ao fato da forma,,'io de um sistema de equa,6es diferenciais. a lei constitutiva para este
modelo e dita do tipo de taxas, i.e., dada inteiramente por equa,6es diferenciais. A integra,ao
numerica necessita do chamado algoritmo exponencial, 0 qual torna passivel aumentar
gradualmente os passos de tempo a valores bem maiores que 0 menor dos tempos de
retardamento dos elementos da cadeia. mantendo-se ao mesmo tempo a estabilidade e a precisao.
Neste algoritmo, e assurnido que as tensiies variam linearmente de urn passo de tempo para
outro, ou seja,

(I I')
U(I}= ui +---~U

~I

A solu,ao geral de (8), utilizando-se a condi,iio inicial de y I' = r~ em I = I'. dada por

Bazant[l) e:
-lly ui -lly 1-A

r~l=r'e 1'+-(1-e I'}+(-_I'}~u
I' EI' EI'

~I l-e-IIYI'

onde ~y jJ = - e A jJ

'" ~YjJ
Calculando-se 0 incremento de deforma,ao tem-se:

N

~r=L(r~l-r~}
1'=1

N I-A N -lly

~y = ~uL--1' +L&~(1-e I'}
1'=1 EI' 1'=1

I i+l
onde &' =!!......-y'e &'+1 =:!..--r'+'

I' EI' jJ jJ EI' I'

Lembrando que U'+I = U' + ~u, a equac;ao para atualizar as variaveis &1' em func;ao do

incremento de tens6es ~u e escrita como:

AjJ~u -lly
&i+l = +&' e I' (19)

jJ EI' jJ

Para calcular a taxa de deformac;ao total deve-se somar as parcelas devidas a parte elastica,
viscoelastica, devido a temperatura, devido a retrac;ao e a fissura,ao.

&Totol = &. + &ve + &0 (20)

. art) . y(t-t'} . . () . () . ()onde, 6.=--. 6ve=----. 60=6,t+6Tt+6ft (21)
E(t) V(t}

sendo &•. &ve . & T • &" &f as taxas de deforma4;'6es elasticas. viscoeIasticas. devido II temperatura,

retra,ao e a fissura,iio. Integrando-se (20) no intervalo de tempo [I' ,1'+1] , obtem-se 0 incremento

de deformatyao total:

~&= t,folart) dt+"f+1y(t-t'} dt+ ']'&0 (t}dl
E(t} ,V(t} ,

t1 I i



Utilizando·se uma regra de integraciio, por exemplo do tipo trapl\zios, pode-se transformar a
equacao anterior em:

AO" Ay
Ac==--+--+Aco (2:3)

Ei+1I2 ~~+\i2

sendo 0 indice i+l/2 0 meio do intervalo de integraci'io [I' ,1'+1] . A eq.(23) escreve·se tambl\m como:

A AO" ,
lJ.C==-, +Ac (24)

E
I 1 N I-A,

onde - == -- +L---"- (25)
, E' Ei+1i2 ,,=1 ~~+1/2E"
,N, _~y (26)

e, Ac == LC~ (1-e "J+Aco
)'=1

sendo as variaveis c~' atualizadas por:

A, AO", -~v
Cl-t-I .• :::: _._" __ + 6J• e . IJ

" V'+l/2E" "
Adimitindo-se isotropia. as equat;6es anteriores podem ser generalizadas para 0 caso
tridimensional. ficando a eq.(24) na forma:

{AO"}== [Dl{Ac} - {Ac'}J

com, {Ac'} == i>~'(1- e -"v" ) + Aco
,,=1

onde [D' J l\ a matriz de urn material elastico-linear, utilizando-se E' dada pela eq.(25) no lugar

de E e tAc' J l\ 0 vetor de deformaCiies de longa duracao, que l\ atualizado atravl\s de:

{c;I.,} == [D,. r {AO"} + c~'e-"-v,, (30)

sendo a matriz [D" r'a inversa da matriz constitutiva isotr6pica linear. Urn esquema da analise

deterministica de longa duraciio l\ apresentado na fig.2.

Primeiramente foi realizado urna analise deterministica para uma viga, a qual esta
esquematizada na fig. 3. A viga foi carregada com uma carga uniformemente distribuida de 3,04
KN/m (22,36% carga permanente ;77,63% carga variavel). Na idade de carregamento (160 dia), a
temperatura e a umidade eram 2()oCe 70"A., e na idade de 90 dias a temperatura e a umidade
eram 2fioC e 65%, respectivamente. Os resultados apresentados aqui sao relacionados aos
deslocamentos centrais da viga. Estas analises foram feitas para cargas de curta duraciio, e
comparadas com resultados experimentais. A analise de confiabilidade foi feita para cargas de
curta duracao, usando a maxima flecha na secao central «1.9xlO·2 m), esmagamento de qualquer
ponto de integracao ou divergencia no processo de solucao como funciies de estado limite.



Inicializal;iio: tempo real da analise, nQ elementos da
cadeia, dados ambientais (temperatura, umidade) tipo de
cimento, altura ficticia, etc, Calculo dos parametros da

Cadeia de Kelvin

Lal;o de Tempo Ficticio
<devido Ii formula<;iio Viscoplastica)

Formal;iio da Matriz de rigidez;
Aplical;iio das condi.;iies de Contomo;
Calculo do incremento de deslocamentos;
Verific8l;iio da formal;iio de fissuras;
Calculo do incremento de deformac;Oes
viscoplasticas;
Calculo das forl;8s residuais;

Na fig.4 ~ apresentado uma comparal;iio entre os resultados num~ricos e experimentais para
cargas de longa dura<;iio.Resultad08 de uma ancUisedeterministica sao apresentados na flg.5
para 10.000 dias (-27 anos). A analise de confiabilidade foi feita para esta idade. Para cargas de
longa dural;iio, 0 indice de confiabilidade calculado foi p:::o.71 com urn coeficiente de varial;iio de
t5=0.21, enquanto que para cargas de curta dural;iio, 0 valor do indice de confIabilidade calculado
foi de fJ=1.96, com urn coeficiente de varial;iio de t5=0.20.
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Observou-se que os efeitos de longa duracao sao decisivos para a avaliacao do indice de
confiabilidade em estruturas de concreto armado. Uma simples analise de curta duracao pode
levar a urn indice diferente de confiabilidade quando comparado com aquele obtido considerando
os efeitos de longa duraciio.Em ambos os casas, os indices de conf18bilidadecalculados estao urn
tanto abaixo dos indices alvoscitados na Ref.(8),para qualquer nivel de seguranca considerado.
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