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RESUMEN
En este trabajo se trata la aplicacion del Metodo de los Elementos de Contorno

Dual aI estudio de problemas de la Mecanica de la Fractura Elastica Lineal, bajo
condiciones de modo mixto.
EI calculo del factor de intensidad de tensiones es realizado por a partir del

desplazamiento de abertura de fisura en puntos ubicados muy cerea de Ia punta de
la fisura 0 por medio del metodo de descomposici6n de la integral J, Ia cual se
calcula en un camino circular con centro en la punto de cada fisura.
Finalmente se analizan algunos ejemplos en los que 108 resultados obtenidos
muestran una muy buena concordancia con los valores disponibles en Ia
bibliografia ..

ABSTRACT
The present work is concerned with the application of the Dual Boundary
Element Method for linear elastic crack problems under mixed-mode conditions.
The stress intensity factors evaluation is carried out by the Crack Opening
Displacement at collocation points extremely close to the crack tip or by the J-
integral decomposition method wich is applied on a citcular path, defined around
each crack tip.
Finally several examples are analysed and the computed results are in excellent
agreemet with values from the literature.

En este siglo, con la sofisticaci6n de los componentes estructurales, el colapso por fisuraci6n
se toma mas frecuente y muchas veces catastr6fico. Ademas de eso la sustituci6n de los
componentes estructurales es cada vez mas onerosa. Las fisuras surgen a partir de defectos
internos 0 impurezas del material durante la etapa de fabricaci6n y, consecuentemente, la



existencia de estos defectos no puede ser evitada. Ante este hecho consumado, se vuelve
imperativo calificar y preYer el comportamiento de una fisura, por 10 que surgio entonces la
ciencia Hamada Mecanica de la Fraetura.

La Mecanica de la Fractura trata cualificar y, principalmente, cuantificar la gravedad de la
fisuracion, con el objetivo de preyer la vida uti! de un componente estructural 0 evitar
situaeiones catastroficas.

EI parametro mas importante creado por la Mecanica de la Fractura Lineal Elastica (MFLE)
fue el Factor de Intensidad de Tension (K), que cuantifica 1a magnitud del campo de tension
en la punta de 1a fisura permitiendo la prevision del comportamiento del cuerpo fisurado
mediante comparacion con la magnitud critica, esto es la magnitud maxima soportada por una
determinada configuracion fisica y geometric a del componente estructural fisurado. EI factor
de intensidad K sera estudiado en este trabajo.

La Mecanica de la Fractura es aplicable a una gran cantidad de casos practicos y por eso se
hicieron tablas del factor de intensidad de tension, K, para gran cantidad de cargas y
geometrias. Pero, con la sofisticacion y osadia progresiva del mundo modemo, se hicieron
necesarias aplicaciones mas complejas de esta ciencia. En un medio continuo, solo
excepcionalmente es posible obtener una solucion analitica exacta del campo de tension y
deformacion de un cuerpo fisurado y como los manuales no pueden abarcar todas las
configuraciones de geometria y carga posibles, surgieron entonces metodos aproximados de
estimar el valor del K. Algunos de ellos usan los valores ya tabulados de K, tal como el
metodo de superposicion, de la distribucion de tension local, 0 metodo compuesto, etc... Otro
metodo aproxima K a partir de la concentracion de tensiones en entalladuras, extrapolando
para la situaei6n limite cuando el radio en el contomo de la punta de la entalladura tiende a
cero. Pero, algunos de estos metodos solo pueden ser aplicados a configuraciones simples.
Surgi6 entonces la necesidad de usar metodos mas generales que pudiesen ser aplicados a
cualquier configuraci6n de carga y geometria. Dentro de !as tecnicas que mas se destaean
esta el Metodo de los Elementos Finitos (Finite Elements Method, FEM) y el Metodo de los
Elementos de Contorno (Boundary Elements Method, BEM), ambos ampliamente usados.
Las soluciones numericas, aunque aproximadas, se tomaron herramientas imprescindibles en
la previsi6n del comportamiento estructural de piezas fisuradas.

EI Metodo de los Elementos de Contomo, por exigir la discretizaci6n s610 del contomo,
facilita la modelizacion en las cercanias de la singu1aridad, 0 sea de 1apunta de la fisura, pero
se restringe a problemas cuya ecuaci6n diferencial tenga soluciones fundamentales conocidas.
La potencia del BEM esta en su capacidad de representar con precisi6n soluciones con
gradientes muy importantes en cuerpos elasticos y tambien de proveer soluci6nes cuasi
analiticas dentro de este enfoque.

En esto existen dos obstaculos principales: el hecho de que hayan dos superficies coplanares
en la defmici6n fisica de una fisura, que genera singularidad en el sistema de ecuaciones e
impide la aplicaci6n directa del BEM, y 1arepresentaci6n del campo de tensiones, singular, en
la extremidad de la fisura. En 1a medida de 10 posible la evolucion de los dos enfoques seran
abordados separadaIDente.



Dentro del Metodo de los Elementos de Contomo, seg\in Portela et al. [1], fue Watson [2], en
1986, el que introdujo la formulaci6n mixta basada en la ecuaci6n de los desplazamientos y su
derivada en la direcci6n normal. El present6 problemas bi-dimensionales con fisuras
inmersas en el medio. La base te6rica de la formulaci6n mixta fue presentada, en 1988, por
Hong y Chen [3] en una formulaci6n general mixta que incorpora la ecuaci6n integral para
desplazamientos y fuerzas de superficie.

Problemas con modo de fisuraci6n mixto se pueden resolver mediante una formulaci6n mixta
evitando el uso de las subregiones que introducen un contomo artificial en el problema, 10 que
puede ocasionar errores debido a la aproximaci6n en el dominio. Dentro de esta tecnica cada
ecuaci6n integral seria aplicada a una superficie diferente de fisura.

Las dificultades en la aplicaci6n de la ecuaci6n integral para fuerza de superficie, tambien
Hamada como formulaci6n hiper-singular, reside en las integraciones fuertemente singulares
sobre el contomo [4]

En 10 relativo a la aplicaci6n de la formulaci6n mixta a cuerpos fisurados, Portela et al. [I],
1992, presentaron una implementaci6n numerica efectiva de la formulaci6n hipersingular para
problemas bi-dirnensionales y aclararon algunas de las dificultades provenientes de esta
aplicaci6n a las superficies de las fisuras. El trabajo estil limitado a fisuras descargadas. El
punto nodal de defmici6n de la punta de la fisura se suprime mediante la utilizaci6n de
elementos discontinuos. No fue adoptada ninguna medida especial para representar
correctamente el campo de deformaciones en el extremo de la fisura. El estudio no aproxima
formalmente el punto fuente de las caras de la fisura y suprime la posibilidad de cargar la
fisura estas problemas fueron resueltos por Guimaraes [4].

Los metodos de energia, integral J, el uso de elementos especiales, tipo "quarter-point" 0 con
funciones de interpolaci6n especiales, resuelven 0 esquivan la singularidad del campo de
tensiones en la punta de la fisura. Casi siempre estos metodos precisan ser usados
concomitantemente con la formulacion mixta, 0 con cualquier otra que supere las
singularidades provenientes de que hay dos caras de fisura coincidentes.

El concepto de la integral J se debe a Rice [5], y se basa en la invariancia de la integral J a 10
largo de cualquier camino de integracion que rodee la punta de la fisura. La integral J es
equivalente a la variac ion de la energia de deformaci6n en los analfsis elasticos lineales. Su
aceptaci6n fue inmediata y abri6 un camino importante en el analisis eiasto-pIastico de fisuras,
tanto en el ambito numerlco como en el experimental. Siendo Ia integral J un enfoque
energetico, Ias discretizaciones refinadas de la punta de Ia fisura no son necesarias, debido a la
pequena contribucion que Ios campos de tension y deformacion tienen en la energia de
deformacion total del cuerpo.

El campo de tension en la punta de la fisura varia eon (l/r)1I2 y el del desplazamientocon

(r)1I2. Modelar la region fisurada eon funciones de forma usuales, donde la variaeion es
polinomial, no da solueiones precisas, solo que, hipoteticamente, fueran defmidas mallas
extremadamente refinadas en la regi6n critica. Los elementos especiales fueron creados
inicialmente para ser usados en el metodo de los elementos fmitos. La mayoria modifiea la
funeion de interpolacion eon el objetivo de representar correetamente el comportarniento de
los campos de tension y deformaei6n en las proximidades de la punta de la fisura. Varias



funciones de interpolaci6n fueron creadas con esta idea, para ser usadas con elementos
lineales, cuadniticos y cubicos, semi-circulares 0 curvos. Una buena !ista de estos trabajos
puede ser obtenida en A!iabadi y Rooke {6].

c" u·(P)- Iu!, t·dr- It!· u·dr+ Iu!, b·dnIJJ - IJJ IJJ IJJr r n

donde uij y tij son los tensores asociados a las soluciones fundamentales [7] ; Uj,tj ybj

los vectores desplazamiento, tensi6n y densidad de fuerzas de masa; c ij un tensor que

depende de la geometria del contomo en el punta considerado P que vale Sij/2 si la variaci6n

del contomo es suave. EI simbolo I representa una integral de valor principal de Cauchy.

La ecuaci6n integral hipersingular sobre un contomo que tiene variaci6n suave se puede
escribir [4] como:

05 tj (P)= IUij tjdr - ITiJ Uj dr + IUij bjdn
r r n

donde los tensores Uij y Tij provienen de la derivaci6n de las soluciones fundamentales para

obtener el tensor deformaci6n, de la aplicaci6n de la ley de Hooke para calcular el tensor de
tensiones y del uso de la ecuaci6n de Cauchy para obtener el vector tensi6n. EI
simbolo I representa una integral de valor principal de Hadamard.

EI problema de propagaci6n de fisuras en un medio continuo, origen de la Mecanica de la
Fractura, exige un tratamiento numerico especial con regiones que presentan un fuerte
gradiente de tensiones que imposibilitan la utilizaci6n tradicional de las tecnicas
computacionales. Por esta raz6n, fueron propuestos elementos especiales que contienen
singularidades en sus funciones de interpolaci6n [6] y tecnicas como la integral J de Rice [5],
que permite transformar la regi6n de interes de Ia punta de Ia fisura a una curva que envuelve
la misma, fuera del arrea numericamente inestable del dominio. La formulacion de Rice
admite solo cargas en el contomo y permite obtener la variaci6n de energia potencial con
respecto a un incremento en la fisura a partir del estado de tensiones y variaci6n de los
desplazamientos en un camino arbitrariamente ubicado en el dominio, desde que este
contenga el v6rtice de la fisura. En este camino se evalua una integral de linea, la integral J,
asociada al factor de intensidad de tensi6n para el problema. La extensi6n del trabajo de Rice
a los efectos de incluir cargas de dominio presupone una redefmicion de la ecuaci6n para la



disminuci6n de energia potencial, resultando una integral defmida en el dominio envuelto por
el camino elegido.

En este trabajo se sigui6 la estrategia indicada por Portela [IJ para modelar la fisura; 0 sea, se
utilizan elementos "quarter point" en la punta de la fisura, los hordes de la fisura son
modelados con elementos cuadniticos discontinuos, mientras que en el resto del contorno se
usan elementos cuadraticos continuos, excepto en la intersecci6n del contorno con la fisura
donde se emplean elementos cuadrilticos discontinuos.Se calcula el factor de intensidad de
tensiones de dos maneras, mediante el desplazamiento de la abertura de la fisura COD, y
mediante la integral J de Rice

Para calcular el factor de intensidad de tensiones, se utiliz6 la f6rmula de un punto tomada de
la comparaci6n directa entre el desplazamiento del nodo central y las expresiones de IlWin
[6]:

KU =~)~Ul ~21t/p
",I-v}

donde p es la distancia entre el nodo central del elemento y la punta de la fisura, ~Ui la
abertura de la fisura , E el modulo de Young y v el coeficiente de Poisson.

La integral J es un metoda efectivo para determinar eI factor de intensidad de tensiones,
porque el Metodo de los Elementos de Contorno, permite calcular con precisi6n el campo
elastico.
Considerando un sistema de coordenadas locales xJ,x2 en la punta de la fisura, y donde la
fisura se sima a 10 largo del eje xl, se defme la integral J como [5]:

Jk = [(Wnk - tjUj,k)dr
r

donde rgama es un contorno arbitrario que rodea la punta de la fisura, W la energfa de
deformaci6n, nj el versor normal al camino gama, Uj el vector desplazamiento y tj el vector
densidad de fuerzas de contacto.
La relaci6n entre las componentes de la integral J y el factor de intensidad de tensiones viene
dadopor



E
done E' es el modulo de elasticidad E para estado plano de tensiones y es E'= --para

I-v2

La aplicaci6n de la ecuaci6n anterior a problemas de fisuraci6n en el modo mixto, se ve en la
dificultad de poder desacoplar los modos I y II del factor de intensidad de tensiones a partir de
los componentes de la integral J.

Kitaga et.[8] al. proponen un procedimiento simple basado en la descomposici6n del campo
elastico en sus partes simetrica y antisimetrica el cual permite desacoplar el factor de
intensidad de tensiones para un problema de modo mixto.
En este procedimiento, la integral J1 se representa como la suma de las siguientes integrales:

donde los superfndices indican el correspondiente modo de deformacion.Para que esta
representaei6n sea posible, alcanza con introducir la siguiente representaci6n del campo
elastico:

Cuando las dos ultimas ecuaciones se introducen en la defmici6n de la integral J se obtiene la
ecuaci6n (7) donde las componentes de la integral J quedan dadas por :



Este problema fue analizado por Portela et al.[l] y Saez et al.[9] se trata de una placa
rectangular con una fisura central bajo el efecto de una tension uniforme de traccion, aplicada
en sus dos lados opuestos como se muestra en la siguiente figura,
La fisura tiene longitud 2a y esta inclinada 45 grados con respecto a los lados de la placa, se
estudio el problema para distintas relaciones entre Ie longitud 2a de la fisura y el ancho 2w de
la placa.
Se empleo una discretizacion con 48 elementos de variac ion cuadratica de los cuales 16 se
distribuyeron ella fisura en las relaciones 0,1-0,2-0,3 y 0,4 a partir de la punta de la fisura y
en forma simetrica respecto del centro.
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En la tabla siguiente se soluci6n dada poTMurakami [101 para el factor de intensidad de
tensiones en el punto B, con las soluciones obtenidas en este trabajo mediante el COD, y la
integral J, para 5 caminos diferentes dados por circunferencias con centro en la punta de la
fisura y que pasan por los nodos 3,4,5,8, y 12 a partir de la punta de la fisura.



K[ /(t~) en B
a/w exacto COD J(3) J(4) J(S) J(8) J(12)
0,2 0,518 0,5203 0,55092 0,51865 0,51868 0,51854 0,51853
0,3 0,541 0,543 0,57551 0,5412 ,054121 0,54106 0,54105
0,4 0,572 0,5746 0,60858 0,57247 0,57248 0,57233 0,57231
0,5 0,612 0,6152 0,65167 0,6125 0,61249 0,61233 0,61234
0,6 0,661 0,6654 0,66689 0,66177 0,66172 0,66155 0,66202

ERRORES(O/e)
a/w exacto COD J(3) J(4) J(S) J(8) J(12)
0,2 0,0 0,44 6,35 0,125 0,13 0,1 0,1
0,3 0,0 0,37 6,38 0,04 0,04 0,01 0,01
0,4 0,0 0,45 6,4 0,08 0,08 0,06 0,05
0,5 0,0 0,53 6,48 0,082 0,08 0,05 0,06
0,6 0,0 0,67 0,89 0,116 0,11 0,08 0,15

Kli / (t.[iC) en B
a/w exacto COD J(3) J(4) J(S) J(8) J(12)
0,2 0,507 0,5091 0,48141 0,50639 0,50758 0,50743 0,50742
0,3 0,516 0,518 0,48954 0,51524 0,51648 0,51632 0,5163
0,4 0,529 0,5305 0,50128 0,52781 0,52908 0,52892 0,52891
0,5 0,546 0,5469 0,51659 0,54431 0,54565 0,54548 0,54549
0,6 0,567 0,5675 0,55027 0,56515 0,56659 0,5664 0,56691

ERRORES(%)
a/w exacto COD J(3) J(4) J(S) J(8) J(12)
0,2 0,0 0,4 -5,05 -0,12 0,114 0,085 0,08
0,3 0,0 0,39 -5,13 -0,15 0,093 0,062 0,06
0,4 0,0 0,28 -5,24 -0,22 0,015 -0,015 -0,017
0,5 0,0 0,165 -5,39 -0,31 -0,064 -0,095 -0,093
0,6 0,0 0,088 -2,95 -0,33 -0,072 -0,105 -0,016

Placa rectangular con uoa {"lSuraceotral quebrada

EI segundo ejemplo analizado, el cual tambien fue estudiado por Portela et. al.[1 J y Saez et. al.
[9J se trata de una placa rectangular traccionada, conteniendo una fisura quebrada como se
muestra en la siguiente figura.
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Se empleo una discretizacion con 50 elementos de variaci6n cuadratica de los cuales 18 se
distribuyeron ella fisura en las relaciones 0,1-0,2-0,3 Y0,4 a partir de la punta de la fisura en
B. y 0,33-0.27-0,2-0.13 Y0,07 en A.

Exacto
0.574
0.568

COD
0.5755
0.568

Exacto
0.607
0.627

COD
0.6079
0.6283

Exacto
0.990
0.986

COD
0.9956
0.9933



Exacto
0.033
0.030

COD
0.0343
0.0311
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