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En este trabajo se presenta una formulaci6n para f1ujo incompresible que considera efectos de
cambio de fase. Dicha formulaci6n tambi~n tiene en cuenta la convecci6n natural. propiedades de
los materiales dependientes de la temperatura y un modelo de cambio de fase generalizado. En el
contexto del metodo de elementos finitos, se re.~uelven las ecuaciones de Navier-Stokes incluyendo
la del balance de energla en forma acoplada usando la t~ica conocida como "operador
generalizado a contracOrriente". Esta metodologla permite el uso de igual orden de interpolaci6n
para las variables del problema de f1ujo y, ademas, no requiere de las t~cnicas tradicionales de
penalizaci6n para ajustar la condici6n de incompresibilidad. En el problema t~ico, los tenninos
no lineales debidos al cambio de fase se describen con un algoriUDo basado en temperaturas que
provee estabilidad y convergencia a la soluci6n num~rica. La resoluci6n algebraica del problema
acoplado se realiza a traves de una t~ica alternada tal que en la soluci6n de'cada problema se usa
un esquema incremental-iterativo cuyos criterios de convergencia se escriben en funci6n de los
respectivos vectores de residuos. Por ultimo, se verifica el comportamiento de esta formulaci6n en
un problema de solidificaci6n de una cavidad.

An incompressible flow formulation considering phase-change effects is presented in this work.
This fonnulation accounts for natural convection, temperature-dependent material properties and it
includes a generalized phase-change model. In the context of the finite element method. the
Navier-Stokes equations together with the balance energy equation are solved applying a
"generaliZed streamline operator" technique. This methodology enables the use of equal order
interpolation for the variables of the flow problem. Moreover, it does not require the classical
penalization procedure in order to adjust the incompressibility condition. In the thermal problem.
the non linear terms due to phase-change are described with a temperature-based algorithm that
provides convergence and stability to the numerical solution. The algebraic solution procedure of
the coupled problem is attempted via a staggered technique such that an incremental-iterative
scheme is used for the solution of each problem where the convergence criteria are written in tenns
of the respective residual vectors. Finally, this fonnulation is checked in the analysis of a
solidification problem in a cavity.

En diversos problemas de ingenierla aparece la necesidad de considerar f1ujos con efectos t~icos que
involucran el fen6meno de cambio de fase. Entre las aplicaciones mas importantes se puede citar el proceso de
solidificacion inmediatamente despues del Uenado en la industria de la fundici6n donde el control de la
transferencia de calor y las caracterlsticas del f1ujo son factores determinantes para lograr piezas de buena
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calidad. En este tipo de problemas, se considera que el movimiento del l1uido se origina por gradientes de
lemperaturas en presencia de la gravedad dando Iugar aI fen6meno de convecci6n natural 11,6,131.

En el contexto del metodo de elementos finitos, es posible encontrar diversas tecnicas para describir el
problema de l1ujos termicamente acoplados con efectos de cambio de. fase. Elias pueden c1asificarse en dos
grandes grupos: a) metodos de avance del frente de cambio de fase [1.31 y b) metodos de dominio fijo [4.7,13[.

Muchas de las ventajas y desventajas de ambas metodologlas han sido discutidas en [10]. Con respecto a Ios
metodos de dominio fijo es importante destacar, sin embargo, la posibilidad de tratar cambios de fase no
isotermicos y su extensi6n natural a casos tridimensionales.

Dentro del grupo correspondiente a los metodos de dominio fijo, en este trabajo se presenta una formulaci6n
altemativa para l1ujo incompresible que incluye efectos generalizados de cambio de fase. Se describen Ias
ecuaciones del problema, su forma discretizada y se eomenta en forma suscinta la estrategia numerica de
soluci6n. Por ultimo, se presenta el anAiisis de un problema de solidificaci6n de una cavidad con el fin de
evaluar los a1cances de la presente formulaci6n.

Las ecuaciones que describen el comportamiento de un l1uido incompresible que puede experimentar cambios
de fase son las siguientes 11.131:

- ecuaci6n de la energla:
~.

p(c+L or )(T+Vf· Y)=V·(kVf) +pr

junto con las condiciones de contomo,

donde nes el dominio de anaIisis. r su contomo y Y es el intervalo de tiempo de interes. En estas ecuaciones,
p es la densidad, vesel vector de velocidad, p es la presi6n, f.1 es la viscosidad dinamica, £ es el tensor
velocidad de deformaci6n, V es eI operador gradiente, eI punto sobre las variables indica derivada temporal y
b ; ~ I - 0.(1- 1 ref) 1 ~ la fuerza de volumen escrita teniendo en cuenta la aproximaci6n de Boussinesq \1-61,

donde 9 es la accleraci6n de la gravedad, (J. es el coeficiente de dilataci6n termica, T es la temperatura y el
sublndice "ref" indica un valor de referencia. Ademas, c es el calor especlfico, L es eI calor latente especlfico,



k es el coeficiente de conductividad, r es la fuente especlfica de calor y fpc = fpc(T) es la funci6n de cambio de

Casedefinida de acuerdo a la naturaleza del mismo [10.121. Es importante destacar que ~ c y k pueden ser
dependientes de la temperatura [131, que se han despreciado los u!rminos energeticos derivados de efectos
mecanicos y que, ademas, se ha supuesto valida la ley de Fourier is6tropa para describir el fen6meno de
conducci6n de calor [1.131•En las ecuaciones (4)-(7), fv' fa' fT Y fq son las partes de f (0 es la normal

saliente unitaria al mismo) en donde se presciben, respectivamente, la velocidad if, el vector de tracciones t ,
la temperatura T y el llujo normal de calor q [•.131• Adicionalmente, q' es e1 llujo normal de calor debido al
efecto de convecci6n-radiaci6n con el ambiente que nxlea a n que responde a la ley de Newton:
q' = -h(T - TeDv) donde h es el coeficiente de convecci6n-radiaci6n (dependiente de la temperatura en un
caso general) y TeDv es la temperatura de dicho ambiente. Debe notarse que se cumplen las siguientes
condiciones: fv ufo = f , fv nfa =0 y fT ufq =f, fT n fq =0 [•.131.

En el contexto del metodo de elementos finitos [1
41, !as ecuaciones espacialmente discretizadas del problema son

[8-131.

Fv -MV-KvV=O (10)

FT - (C + Cpc)t - (K + Kad + Kad_pc)T = 0 (11)

que corresponden, respectivamente, a las ecuaciones de llujo (cantidad de movimiento y continuidad) yenergia
considerando las condiciones de contorno descriptas anteriormente. En el sistema acoplado formado por las
ecuaciones (0)-(11), Fv es el vector de fuerzas, "" es la matriz de masa, Kv es ia matriz de convecci6n-
difusi6n, Vesel vector de inc6gnitas de llujo (velocidad y presi6n) nodales [•.91, FT es el vector de llujos
externos de calor, C es la matriz de capacidad, Cpc es la matriz de cambio de fase, K es la matriz de

conductividad, Kad es la matriz advectiva, Kad-pc es la matriz actvectiva 'de cambio de fase y T es el vector

de temperaturas nodales [10-121•

Las expresiones elementales de estas matrices y vectores se encuentran en [8,10]. En la ecuaci6n (10) se aplica
la tOCnicadel operador generalizado a contracorriente [8,91 que permite igual orden de interpolaci6n para los
campos de velocidad y presi6n y, ademas, no requiere de metodos adicionales para satisfacer la condici6n de
incompresibilidad. Por otro lado, en la ecuaci6n (II) se usa un algoritrno basado en la temperatura que provee
estabilidad y convergencia ala soluci6n numerica [10-121.

La discretizaci6n temporal de las ecuaciones (10)-(11) se realiza por medio de la conocida regia generalizada
del pun to medio [141• Por ultimo, el problema acoplado se resuelve utilizando una tOCnicade soluci6n alternada
tal que la soluci6n de cada ecuaci6n se obtiene a traves de un esquema incremental-iterativo cuyos criterios de
convergencia se escriben en funci6n de los correpondientes vectores de residuos [8.131.

Se analiza un ejemplo de convecci6n natural de un llujo confinado en una cavidad cuadrada con efectos de
cambio de fase. Este problema tambien ha sido cstudiado en [1-3] con la finalidad de evaluar la inlluencia del
cambio de fase en las caracteristicas del llujo. EI material considerado es aluminio puro cuyas propiedades se
encuentran en la Tabla I [1.31• Para este material, el cambio de fase se produce en forma isotermica y, por 10
tanto, la funci6n de cambio de fase se expresa en este caso como: fpc = H(T - Tm) donde H es la funci6n de

Hea.viside (funci6n escal6n) y Tm es Ia temperatura de cambio de Case.

La pared vertical izquierda de la cavidad esta sometida a una condici6n de contorno de convecci6n-radiaci6n
con un ambiente a 25.0·C y h=O.l8084 kcal/m2 s ·C 11

•
31. AI resto de las paredes se las considera termicamente
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aisladas. En todas eUas se supone, ademas, que las componentes x e y de v son nulas. Inicialmente, el aluminio
se encuentra en estado lIquido con una temperatura unifonne de 860.0 ·e, valor que coincide con el adoptado
para la temperatura de referencia.

Los numeros de Rayleigh considerados en el anatisis (Ra = go.(To - Tm)Lch3pZc /I.tk, siendo Lch la longitud
caracterfstica del problema que en este caso es coincidente con ellado de la cavidad) son: 0, 10', 10', 10' y 10'.
Estos valores se obtienen para un g dado variando la magnitud de Lch 0, en forma equivalente, modificando g
para una Lch fija II.'). En este trabajo, se adopt6 Lch = l.Om y g igual a 0, 0.00013, 0.0013, 0.013 y 0.013
mls2 para los distintos Ra mencionados, respectivamente.

conductividad (k) 0.0548 kcaVms·e
calor esvecffico (c) 0.2526 kcal/kg·e
calor latente (L) 95.0 kcal/kg
densidad (0) 2650.0 kg/m'
viscosidad dinamica (u) 3.233 10-' kg/ms
coeftciente de dilataci6n t~rmica (0.) 3.8410-' Ire
temperatura de cambio de fase (Tm ) 660.0·e

En la simulaci6n, se adopt6 una malla unifonne de 20x20 elementos isoparam~tricos de cuatro nodos con un
paso de tiempo de 6.t=122.15 s para Ra=O, 10', 10' y 10' y de 30.5375 s (6.t/4) para el caso Ra=IO'. Los cuatro
primeros casos mencionados tambi~n han sido estudiados en [1-3] mientras que el quinto constituye un aspecto
novedoso de este trabajo.

En las Figuras 1 y 2 se presentan, respectivamente, los campos de velocidades y temperaturas para cuatro
tiempos diferentes del anatisis con Ra=IO'. Los resultados para las mismas variables para los casos Ra=IO' Y
Ra=IO' se muestran en las Figuras 3-4 y 5-6. Es posible nOlar las variaciones en las caracteristicas del flujo a
medida que transcurre el tiempo destacando, en particular, la formaci6n de v6rtices secundarios (Ia escala de
los veetores no es la misma en estas Figuras). Se aprecia cIaramente la curvatura de las isotermas debido al
efecto de la convecci6n natural. Tambi~n pUedeobservarse que el avance de la posici6n del frente de cambio de
fase es mayor en la base que en la parte superior de la cavidad.

En la Tabla II se comparan los tiempos de solidiftcaci6n para distintos Ra obtenidos con la presente
formulaci6n con los valores publicados por McDaniel y Zabaras (2). Se observa un buen ajuste entre ambos
resultados. Con respecto al tiempo correspondiente al caso de ausencia de convecci6n (Ra=0 0 problema de
Stefan ll-S~, el tiempo de solidificaci6n aumenta para Ra=IO' y Ra=IO' y decrece para Ra=IO' y Ra=IO' (n6tese
que esta tendencia es levemente diferente a la publicada en [2] ya que en ese trabajo se encontr6 un menor
tiempo de solidificaci6n para el caso Ra=ID' que para Ra=O). La separaci6n del flujo que ocurre a Ra altos
afecta la distribuci6n de temperaturas para tiempos cercanos al de solidificaci6n y efectivamente acelera el
movimiento de la interface en su zona superior produciendo, entonces, una disminuci6n del tiempo de
solidificaci6n.

Las velocidades mAximas para los casos Ra=IO', Ra=10' y Ra=IO' para diferentes tiempos se muestran en la
Tabla III comparando los resultados de la formulaci6n propuesta con los presentados en [2]. Una vez mas,
dichas formulaciones arrojan resultados similares.

En la Figura 7 se realiza un estudio comparativo de la posici6n del frente de cambio de fase a diferentes
tiempos para los cinco Ra mencionados anteriormente todos eUos obtenidos COlila formulaci6n presentada en
este trabajo. En esta Figura qUeda en evidencia la gran influencia que tiene este parametro en las condiciones
de transferencia de calor y en !as caracterfsticas del flujo.
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Figura 2: campos de temperatura para Ra=10S• a) t=610 s, b) t=1832.25 s, c) t=4275.25 s y d) t=7329.0 s (Ias
isotermas estlin separadas 20 'C).
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Figura 3: campos de velocidad para Ra=10·. a) t=610 s, b) t=1832.25 s, c) t=4275.25 s y d) t=7329.0 s.

I d)

•
Figura 4: campos de temperatura para Ra=10·. a) t=610 s, b) t=1832.25 s, c) 1=4275.25 s Yd) t=7329.0 s (Ias
isotermas estAn separadas 20·C para los casos a) y b), IO·C para el c) y 100 ·C para el d)).
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Figura 6: campos de temperatura para Ra=107• a) t=610 s, b) t=1832.25 s, c) t=4275 S y d) t=7329.0 s (las
isotermas estAnseparadas 20 ·C).
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Caso Este trabaio McDaniel and Zabaras [21

Ra-O 10193.43 10260.60
Ra-lO' 10269.55 10346.10
Ra=105 10216.95 10175.51
Ra=10' 10139.65 9930.79
Ra=10' 9676.62

Caso Este trabajo McDaniel and Zabaras [21

Ra=lO'
t= 610.75 0.00205 0.00197
t=1832.25 0.00209 0.00214
t=4275.25 0.00133 0.00127
t=7329.oo 0.00015 0.00015

Ra=lO'
t= 610.75 0.00685 0.00860
t=1832.25 0.00387 0.00421
t=4275.25 0.00190 0.00180
t=7329.oo 0.00018 0.00016

Ra=lO'
t= 610.75 0.01353
t=1832.25 0.00619
t=4275.25 0.00208
t=7329.oo 0.00049

Por ultimo, la Figura 8 muestra la posici6n del frente de cambio de Casea distintos tiempos para Ra= 105 y
Ra=lO' contrastando los valores obtenidos en este trabajo con 10s presentados en [2]. Si bien ambas
metodologfas utilizan a1goritmos diCerentes para el seguimiento del frente, los resultados dados por las mismas
presentan una buena concordancia.

Ra-o --
R•• 1e•• -------
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Figura 7: posici6n del frente de cambio de Casepara los tiempos: a) t=610 s, b) t=1832.25 s, c) 1=4275.25 s y d)
t=7329.0 s; para Ra=O, 10', 105, 10' y 10'.
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Figura 8: posici6n del Crentede cambio de fase para los tiempos: a) t=610 s, b) t=1832.25 s, c) t=4275.25 s y d)
t=7329.0s: para Ra=105y 10".

Se ha presentado en este trabajo una fonnulaci6n para flujo incompresible con efectos de cambio de fase. La
misma se ha aplicado al anaIisis de un problema de solidificaci6n de aluminio puro en una cavidad. Los
resultados obtenidos con esta fonnulaci6n han sido satisfactoriamente validados con otra soluci6n existente en
la literatura y ademas, se ha estudiado el comportarniento del flujo a numeros de Rayieigh elevados. Por ultimo,
es importante destacar la estabilidad y convergencia numerica de las solucioncs presentadas en eSIe trabajo.
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