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SOLUCION NUMERICA DEL PROBLEMA DE
CONDUCCION DE CALOR CON CAMBIO DE FASE

MEDIANTE METODOS DE DOMINIO FIJO
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Se desarrollan dos modelos de dominio fijo para conduce ion de calor con cambio de fase con
vista a su aplicacion para simular el proceso de colada de aceros: uno de capacitancia efectiva
evaluada por regularizacion espacial y una variante del modelo basado en la temperatura. En
ambos modelos, la discretizacion espacial es conseguida utilizando elementos finitos triangu-
lares lineales, mientras que para la discretizacion temporal se recurre al esquema retro-Euler
en diferencias finitas. Se dedica especial atencion a la solucion de la ecuacion no lineal que
rige el problema aplicando metodos incremental-iterativos eficientes.

We develop two fixed domain models for heat conduction with phase change to be applied
in steel casting simulation: an effective capacitance model obtained by spatial regularization
and a temperature-based one. Both models are spatially discretized using linear triangle
finite elements, while a backward-Euler finite difference scheme is used for time discretiza-
tion. Special emphasis is posed on solving the governing non-linear equation by efficient
incremental-iterative methods.

Existen numerosos campos tecnologicos que dedican gran atencion al fenomeno de cambio de
fase, entre otros, metalurgia, seguridad nuclear, energia solar y mecanica de suelos. Puesto que la
solucion analitica esta disponible en un numero limitado de situaciones ideales, para problemas
tecnologicos generales se impone la aplicacion de metodos numericos, entre los que se distinguen
dos grandes grupos: los metodos de seguimiento del contorno y los de dominio fijo. Los pri-
meros se restringen habitualmente a problemas unidimensionales u otros en los que la interfase
posee una topologia sencilla, no admiten multiples interfases y requieren una solucion inicial.
Los metodos de dominio fijo se valen de una formulacion debil que contempla implicitamente la
singularidad provocada por el frente movil, cuya posicion es determinada a posteriori a partir
del campo de temperaturas. Entre estos se cuentan los modelos de capacitancia. los basados
en la temperatura, los de fuente ficticia y los del indice de congelamiento. Existen numerosas
revisiones del estado del arte de la solucion numerica de problemas de cambio de fase [1-i], a
las que remitimos para una resena general.
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En virtud de su versatilidad y siguiendo la corriente actual, centraremos nuestra atencion en los
metodos de grilla fija y, particnlarmente, en variantes de los modelos de capaci tancia y basados
en la temperatura.
En los modelos de capacitancia, los efectos del cambio de fase (absorcion 0 liberacion de calor
latente en la interfase) se incluyen en la definicion de la capacidad calorffica "aparente" del
material. La ecuacion de gobierno conserva la forma de la ecuacion de Fourier para conduccion
de calor en una sola fase. Por 10 tanto, su implementacion en los codigos existentes es inme-
diata, siendo esta la causa principal de su popularidad. Su mayor desventaja es la propension a
subestimar los efectos del calor latente e inclusive ignorarlos si no es 10 suficientemente am plio
el intervalo de solidificacion 0 fina la subdivision temporal.
EI metodo de capacidad "efectiva" (MCE) intenta superar ese inconveniente mediante regulariza-
cion temporal 0 espacial. No obstante, no se pueden emitir juicios acerca de la conservatividad
de tales esquemas.
EI metodo basado en la temperatura (MBT), propuesto originalmente por Crivelli e Idelsohn [8],
partiendo de una formulacion en entalpfa, recupera la temperatura como variable primaria. Una
caracterfstica distintiva del modelo es la integracion discontinua en los elementos bajo cambio
de fase.
Un parrafo aparte esta dedicado ala solucion del sistema discreto de ecuaciones no lineales resul-
tante. Ala ventaja de usar un algoritmo incremental-iterativo tipo Newton-Raphson en virtud
de su implementacion directa y su velocidad de convergencia, a menu do se opone la dificultad
de calcular la matriz jacobiana tangente en forma exacta. Salvar ese obstaculo es uno de los
objetivos fundament ales del presente trabajo.

a1t- - V' . (k . V'T) = Qat
expresada en terminos de la entalpfa 1t y la temperatura T, siendo k la conductividad y Q la
fuente interna de calor, sujeta ala condicion inicial:

T = Tw

(k . V'T) . n = q
(k· V'T) . n = h(T"", - T)

en anT x 1
en anq x 1
en one x 1

donde Tw y q son la temperatura y el ftujo prescritos, h es el coeficiente de conveccion y Too es
la temperatura de regimen del medio circundante.
Al presentarse multiples fases dentro del dominio, de be verificarse (1) dentro de cada una de
ellas y se originan condiciones de borde adicionales que establecen el balance energetico en
la(s) interfase(s) f, conocidas como condiciones de Stefan. Asi, para el caso de cambio de fase
isotermico a temperatura Tm, tenemos:

T.=T/=Tm

(k.· \IT.)· n. + (k/· V'T/)· n/- pl:.s· n/ = 0
en f x 1
enfxl

siendo n. = -n/ el versor normal a f exterior a n., pI:. el calor latente y s la velocidad de la
interfase.



Analogamente, cuando el cambio de fase no es isotermico y aparece una zona pastosa 0 "mush/'
para el rango comprendido entre las temperaturas de solidus Tso1 y liquidus T/iq, la condicion de
balance en las interfases solido-mushy pm y mushy-Iiquido rml da Ingar a las condiciones de
Stefan correspondientes.
La ecuacion de gobierno (1) junto a la condicion inicial (2) y las condiciones de borde estandar
(3) mas las condiciones de Stefan, constituyen un problema de valores iniciales y de contorno
conocido como problema de Stefan.

2.1 Formulaci6n entalpica

Se define la entalpia por:

o sea, la suma de los contenidos de calor sensible He y de calor latente }(L; pe es la capacidad
calorifica del material y fl es la fraccion de volumen liquido local. dada por la funcion de
Heaviside H(T - Tm) para cambio de fase isotermico 0 por

fl = { ~ < j'(T) ~ 1
T ~ Tso1

Tsol < T ~ T1iq

T>hq

en caso contrario.
De la definicion (5), se deduce una propiedad denominada eapaeidad ealonfiea aparente que
incluye los efectos del calor latente:

dH dfl
peapp = dT = pe + pI:. dT

Al introducir (7) en (1), recuperamos una ecuacion de igual forma que la conocida eeuaei6n de
Fourier de conduccion de calor cuando no se present a cambio de fase:

aT
peapp[jt - V'. (k· V'T) = Q

Notese que para problemas de cambio de fase isotermico, peapp toma la forma de la funcion
impulso para la temperatura de solidificacion, obligando a introducir un rango mushy ficticio,
cuya longitud deberfa mantenerse pequeiia.
En procura de subsanar los inconvenientes ocasionados por la evaluacion directa de peapp, esta
es regularizada espacialmente [9] dando lugar a la eapaeidad ealorifiea efeetiva

Los metodos de dominio fijo se basan en la forma debil del problema de Stefan, en la cual los
terminos sobre r se cancelan entre sf (empleando el teorema de transporte de Reynolds). Al



usar elementos finitos, el campo de temperaturas resulta aproximado por una combinaci6n lineal
de funciones de forma N;(x):

n

T(x, t):::: L N;(x)T;(t)
i=l

siendo T; las temperaturas en los n nodos de la malla que represent a el dominio. Si ademas
aplicamos el metodo de Galerkin (ponderaci6n mediante las funciones de forma), se obtiene
como expresi6n debil y semidiscreta del problema de Stefan

MCE::
MBT:

C*T+KT = F
CT+KT+L = F

kPCN;Njdf2

kPc*N;Njdf2

1V'N;(k·V'N])df2+ { hN;Njdf
o 1&0,

in N;p£i1df2

1N;Qdf2 + 1 Niqdf +1 N;hToodf
o &Oq &0,

(12)

( 13)

donde C (C*) y K son las matrices de capacitancia (efectiva) y conductividad, respectivamente,
F es el vector de cargas, T es el vector que contiene las temperaturas nod ales y T el vector de
derivadas temporales de la temperatura eValuadas en los nodos.
Finalmente, para la discretizaci6n temporal se recurre al esquema retro-Euler, obteniendose

MCE::
MBT:

'ltn+1 = (C~+l + Kn+1At)Tn+1 - C~+lTn - Fn+1At = 0
'ltn+1 = (Cn+1 + Kn+JAt)Tn+l - Cn+1 Tn - F n+lAt + Ln+J - Ln = 0

(14)

(15)

donde el subfndice denota el instante de evaluaci6n, ya sea tn 0 tn+l, Y At = tn+l - tn'
EI esquema de retro-Euler ha sido proclamado por varios autores como el mas favorable entre
los esquemas de un paso [3,6,10,11] para el problema que nos ocupa.

Se emplearan elementos finitos triangulares lineales. Ademas, en adelante asumiremos las si-
guientes hip6tesis simplificativas: (i) La conductividad y la fuente intern a de calor son indepen-
dientes de la temperatura. (ii) Las condiciones de borde estandar no varian con el tiempo.
Las matrices y vectores glob ales que aparecen en (12) 0 (13) se obtendran por ens amble de los
correspondientes arreglos element ales. No nos detendremos en el calculo de K y F sujetos a las
hip6tesis adoptadas, por cuanto la bibliograffa clasica de elementos finitos, por ejemplo [12], ha
dado suficiente cuenta de ello.

3.1 Metodo de capacitancia efectiva

Al resolver la ecuaci6n no lineal (14), se ha observado la conveniencia de aglutinar la matriz de
capacitancia [3,13),10 que trae ventajas adicionales en terminos de costo computacional. Para
ello. se recurre a la formula de integraci6n numerica de Newton-Cotes tomando como punt os de
muestreo los nodos del elemento:



donde to· es el area del elemento y pc" es la capacidad efectiva dentro del elemento, constante
en virtud de (9) (asumiendo 1i interpolada de igual modo que T).

La aplicaci6n del metodo de Newton-Raphson supone aproximaciones sucesivas a (14) usando
un desarrollo en series de Taylor:

{)'I! I(i-I)'I! (i) - 'I!(i-I) + _ to T(i) - 0
n+1 - n+1 {)T n+1 n+1 -

{)'I! I(i-I) {)C"' (i-I)_ = [C"li-I) + Ktot] + - . (T(i-I) - T )
{)T n+l n+1 {)T n+1 n+1 n

es la matriz jacobiana tangente. Teniendo en cuenta la diagonalizaci6n de C" (16), el segundo
sumando resulta de ensamblar la matriz:

siendo pCapp> la capacidad aparente en el nodo k dada por (7).

El proceso llega a su fin cuando el residuo 'I!~iLmedido con alguna norma conveniente no supera
un valor pequeno estipulado como tolerancia.

3.2 Metodo basado en la temperatura

A diferencia de trabajos anteriores usando integraci6n discontinua [8,14,15], recurriremos aqui
a la integraci6n analitica exacta.
En un elemento triangular lineal e de vertices 1, 2, y 3, las funciones de forma coinciden con las
coordenadas de area, definidas por

[ ~ 1 [:1 X2 :3] [~:] en n'
Y YI Y2 Y3 A3

X=AA

10 1 Nedn = 1 Adn = [l]~'fle ne

1 N'N" dO = 1 AAT dO = P 1 1] A'II 2 1 -
0' 0' 1 1 2 12



con el subfndice i denotando evaluaci6n en l1i C l1e•

En el desarrollo siguiente se supondra que la cap acid ad calorffica es constante en cada fase. Esta
hip6tesis no representa una restricci6n importante debido a que la no linealidad del problema
de Stefan se debe primordialmente a los efectos del calor latente.

Solidificaci6n isotermica Para elementos totalmente inmersos en alguna de las fases, tene-
mos simplemente:

ce = pc;l!

Le = { p~lo

i = s,l
Fase liquida
Fase salida

(22)

(23)

Si el frente de solidificaci6n interesa al elemento, quedan definidos en el mismo un subdominio
s61ido 11: y uno liquido 111, alguno de los cuales resultara triangular. Segun sea el caso, se tiene:

ce pcsl! + (PC( - pCs )Ii } Subregion triangular liquida (24)Le p.CI&

ce PC/II + (pcs - pC()li } Subregion triangular solida (25)Le p.c(lo - 10)

Solidificaci6n no isotermica En la fig. 2 se observan todas las configuraciones posibles de
los elementos del dominio 11 cuando el cambio de fase no es isotermico.
La evaluaci6n de la matriz de capacitancia elemental Ce sigue las mismas consideraciones que
en la secci6n anterior,

pc;11 i=s,l,m
PCml1 + (pel - pcm)li
PCl1l + (pCm - pcIlI~
PCml1 + (pcs - PCm)l~
PCsl1 + (pcm - pcs)li
pcml! + (pcs - pCm)l~ + (PC( - pcm)li
PCsl1 + (PC( - pcm)li + (pcm - pcs)Iil

PC/II + (pcs - pcm)Ii + (pcm - pc/)I!m

Casos 1, 2 y 3
Caso 4
Casa5
Caso 6
Caso 7
CasoS
Caso 9
Caso 10



1~2~

'~7~,.~

'5~I~·
'~ .•..•. • .•.•••.•. m.·.· ••••.•.•• ·.\.... s

con el fndice ml (8m) refiriendo al triangulo n;:,.u ni (n~ Un;:,.).
Supongamos II lineal dentro del intervalo de solidificacion:

II = T - Tsol
T1iq - Tso1

o
p£Io
p£I2
p£(12 + 1&- I~)
p£(10 - 10 + 12')
p£(12 - ID
p£I2'
p£(12 + 1&- I~ - Ii)
p£(1& - I~ + 12'1)
p£(10 - 10m - Ii + lim)

Caso 1
Caso 2
Caso 3
Caso 4
Caso 5
Caso 6
Caso 7
Caso 8
Caso 9
Caso 10

3.2.1 Solucion iterativa

El jacobiano tangente toma Ia forma:

aw I(i-l) aC I(i-l) aL I(i-l)- = [C~';:)+ Kt.t] + - .(T~';:) - Tn)+ -aT n+1 aT n+1 aT n+1

En este trabajo se despreciara la contribucion de la capacitancia, justificado en la mayoria de
los problemas de cambio de fase por el hecho de que la no linealidad de los coeficientes es
practicamente insignificante frente a la que introduce el calor latente. Por 10 tanto, s6lo se
calculara aLl aT, cuyo tratamiento diferira segun la naturaleza del cambio de fase analizado.

Solidificacion isotermica Cuando el cambio de fase es isotermico, dll IdT toma la forma de
la delta de Dirac. Consideremos el caso isotermico como ellfmite del caso no isotermico cuando
el espesor de la zona mushy tiende a anularse [16]. Luego, sea una franja pastosa ficticia nf,;ct de



espesor 0 extendida a 10 largo del frente de cambio de fase r' == (jJj, transformada en el dominio
rectangular -I ~ ~ ~ 1, -0/2 ~ I) ~ 0/2, estando el eje ~ ubicado sobre au, con origen en su
punto medio. Entonces,

1 dj, 1</211 djJict
pi:- dTI NiNjdfl. = pi:-lim dlT Ni(~, I))Nj(~, l))det(J)d~dl) =

0' <_0 -</2 -I

pi:-laul11
2!1VTII -I Ni(~,O)Nj(~,O)d~

oL'
oT =

Casos 1 Y2
Caso 3
Caso 4
Casos 5 y 7
Caso 6
Caso8
Caso9
Caso 10

3.3 Aplicaci6n

Sea la seecion transversal de un lingote de acero dentro del homo de recalentamiento [IJ.
Dado que presenta doble simetria geometrica y f{sica, el sistema es representado en solo una
cuarta parte (fig. 3a) usando una malla rectangular uniforme de 2 x 10 x 20 elementos trian-
gulares. Como datos complementarios se tienen: Tm = 1500°C (solidificacion isotermica),
pi:- = 1.89 x 106kJ/m3, k = 30W/(mK) y pc = 5.4 x 103kJ/(m3K), constantes; para aplicar
el MCE, se adopt a un rango de solidificacion de longitud Tliq - T.ol = 2°C.
La convergencia del proceso iterativo se evalua en terminos de la norma L2 del residuo >II, esta-
bleciendose una tolerancia de 10-6•

La fig. 3b muestra la posicion del frente de cambio de fase para los instantes t = 600 seg,
t = 2400 seg y t = 5400 seg, determinada analiticamente (1].
En la fig. 3c observamos la isoterma T = Tm obtenida por el MCE para los instantes dados,
subdivididos en 1, 10 Y 100 pasos. Notese la subestimacion progresiva de la liberacion de calor
latente (para t = tit = 5400 seg, el dominio resulta totalmente solido).
La fig. 3d corresponde al MBT con la misma discretizacion temporal usada anteriormente.
Con respecto al desempeiio del esquema de Newton-Raphson, este permite convergencia cua-
dratica en ambos casos, como era de esperar. En el caso del MCE, es imprescindible la instru-
mentacion de un mecanismo de busqueda lineal para obligar a la solucion a encontrar su radio
de convergencia. Usando el MBT, tal situacion se presenta cuando se adopt an pasos de tiempo
grandes, debil\ndose aplicar aqui solo para t = tit = 5400 seg. Tambien se ha notado que la
velocidad de convergencia del MBT es considerablemente mayor ala lograda con el MCE cuando
se toman pocos incrementos de tiempo, diferencia que tiende a desaparecer a medida que su
numero aumenta. Por ejemplo, mientras que con el MBT se logro convergir en 7 iteraciones para
t = tit = 600 seg y t = tit = 2400 seg (con la tolerancia establecida), aplicando el MCE se
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Figura 3: a) Solidificacion de acero en el homo de recalentamiento. Posicion del frente de
solidificaci6n. b) Solucion analitica. c) Modelo de capacitancia efectiva. d) Modelo basado en
la temperatura.

requirieron 4 iteraciones mas. No son com parables los valores para t '" D.t = 5400 Beg dada
la linealizacion que experimenta el problema al utilizar el MCE. Por su parte, si se toman 100
pasos, los rendimientos practicamente se igualan: 3.3-3.5,4.0-4.2 y 4.3-4.6 iteraciones por paso
en promedio para t = 600 Beg, t = 2400 Beg y t = 5400 Beg, respectivamente.
Por ultimo, cabe mencionar que la opcion de usar un esquema secante. a partir de no considerar
la contribucion de 8e" f8T en el MCE 0 de 8L"f8T en el MBT, se ha revel ado completamente
inviable: al detrimento en la velocidad se suma la finisima subdivision temporal requerida para
asegurar la convergencia (del orden de varios cientos de pasos para nuestro problema en los
instantes analizados).

Se present an dos modelos eficientes para resolver problemas de conduccion con cambio de fase.
Ambos com parten la ventaja de presentar convergencia cuadratica gracias a los esquemas tan-
gentes propuestos. EI modelo de capacitancia efectiva es mas sencillo en su programacion y
puede ser incorporado sin mayor esfuerzo en codigos existentes. Presenta como inconveniente
la perdida gradual de la conservatividad del sistema a medida que se aumenta el tamaiio del
incremento de tiempo debido al deterioro en la evaluacion de los efectos del calor latente por
regularizacion (que resultan menospreciados). Por 10 tanto, el empleo de este modelo exige
adoptar pasos de tiempo suficientemente pequeiios.
La aplicacion del metodo basado en la temperatura que proponemos muestra su potencial cuando
la subdivision temporal es grosera. La conservatividad del esquema practicamente no es afectada
por el refinamiento temporal, pudiendo adoptarse este unicamente en funcion de los instantes
en que desee conocerse el est ado del sistema. Por 10 tanto, su desempeiio es notable si se trata
de establecer la posicion final de la interfase. Esta ventaja puede resultar determinante en gran
cantidad de problemas en los cuales la no linealidad de los coeficientes dentro de cada fase puede
despreciarse frente a la que introduce la interfase. Tal es el caso del proceso de solidificacion de
aceros para el que han sido desarrollado los presentes modelos.
Finalmente, en cuanto ala naturaleza del cambio de fase, sea este isotermico 0 "mushy", el mo-
delo basado en la temperatura permite analizar estrictamente ambos casos, mientras que el de



capacitancia admite unicamente problemas del ultimo tipo. Sin embargo, se ha observado que
ello no es una limitaci6n apreciable por cuanto los problemas isotermicos pueden representarse
con adecuada precision introduciendo un pequeno intervalo de solidificaci6n.
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