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Debido a requerimientos operacionales es comwn el
practicar orificios que permitan el paso de
cunductos, cables, etc. en losas 0 placas (sea en
aplicaciones de ingenier~ a civil, me=nica y
naval como tambi-=-n en paneles de equipos
electr~nicos y plaquetas de circuitos impresos).
Dichos orificios alteran las caracter~sticas
estructurales del sistema en cuesti6n. En este
trabajo se determinan las frecuencias
fundamentales de vibraci·jn de placas is:tropas
rectculgulares simplemente apoyadas con orificios
rectangulares de bordes libres mediante el m=todo
energ=-tico y se muestra muy buen acuerdo can
autovalores determinados mediante el m=todo de
elementos finitos. Tambien se hace referencia a
resultados obtenidos por los autores en el caso
de placas orv~tropas.

Numerical experiments are performed on the
determination of the fundamental frequency of
transverse vibration of simply supported
rectangular plates having rectangular holes with
free edges. This constitutes a rather common
technological situation since holes are practiced
in plates or slabs due to operational conditions,
namely passage of conduits or ducts, electric
conductors, etc.
Satisfying exactly the governing natural boundary
conditions at the hole edges is practically CUi

impossible task. This study reviews numerical
experiments where the displacement function is
expanded into a double Fourier series which
constitutes the exact solution when the plate is
simply cOlUlected. Satisfactory convergence is
achieved when the plate is doubly connected.

Sea el caso de una placa rectangu 1ar con tres bordes
empotrados y el cuarto libre, Figura 1.
Es conocido el hecho de que Poisson intent:' resolver el
problema considerando las tree condiciones IIl<"c~icmo
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FIOURA1 - Placa rectangular con tres bordes empotrados y e 1

cuarto: libre.



"evidentes" en el cuarto borde, 0 sea requiriendo que:
M -= Q -= M -= 0 (y -= b) (1)

'! "

Q esfuerzo de corte en y b
M :~momento torsor en y b

Dado que el conjunto de simpli£icaciones uti1izadas
en la derivaci"..n de la cl"-sica ecuaci.:'n de Lagrange-
Sophie Germaine, conduce a una ecuacion diferencial a
derivadas parciales de cuarto orden, el intento de utilizar
(1) conduce a un sistema diferencial sobredeterminado.
Fueron Lord Kelvin y Kirchhoff quienes resolvieron el
equl voco substi tuyendo a (1) por:
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donde (2b) consti tuye una equiparaci.:'nmec~ nica del prOOl.ema
(Q -= M -= 0) v"-lida, por el principio de St Venant,
a distancias del borde mayores que el espesor de la placa.
A pesar de la simplificaci~n meG~nica y por ende, mate~tica
del problema, no resulta sencillo, encontrar funciones
coordenadas que permitan satisfacer i~nticamente las
condiciones (2). Por esto constituye una pr~ctica comun,
en problemas de vibraciones y, al utilizar el m=todo de
Rayleigh ~ Ritz, emplear la aproximaci6n:

satisfacen iaenticamente, las ecuaciones de vibraciones
libres de vigas pris~ticas.
En el caso de la Figura 1, X

n
satisface las condiciones de

borde de una viga doblemente empotrada mientras que Yn las
de una viga empotrada - libre.
Se hace entonces evidente que en el caso de una placa donde
se practica un orificio cuyos bordes permanecen libres
(Figura 2) las dificultades anavticas son considerablemente
mayores que en la situacie':'nanalizada previamente.
Se reser,an algunas so luciones obtenidas por los autores
para placas simplemente apoyadas, tanto ie':'tropas cOmo
ortotropas, con orificios rectangulares 0 circulares y
teniendo en cuen tala presencia de masas (motores 0

~quinas) montadas el~sticamente sobre el sistema
estructural en estudio [1,2J.

Es sumamente simple. Consiste en utlizar la
v;,lida para la placa simplemente conexa que,
modos normales de vibraci:~n queda expresada
la soluci"'n de Navier:

soluciC>n exacta
en el caso de

en tJ2 rminos de
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W(x,y) = ~ ~ A sen
p", ~ 1 >r!= l

donde W(x,y) ::amplitud de desplazamiento.
Uno deduce de la funcional correspondlente a la placa llena,
que en el caso de isotro~a es:
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conduce, en ultima instancia, a un determinante ecuaci·:·n en
las frecuencias naturales del sistema. El procedimiento es
Ii cito en virtud de que la metodolos: a de Rayleigh-- Ritz no
requiere satisfacer las condiciones naturales del sistema
(las condiciones en el contorno del orificio). Dado que (4)
constituye un conjunto completo de funciones, al incremental'
el orden del determinante - ecuac~:·n, se converger" a los
autovalores exactos [3-4J.

Las determinaciones n~ricas fueron efeetuadas tomando el
coefieiente de Poisson (v) igual a 0.3 en el easo de placas
is::>tropas.
La Tabla I eontiene valores del coeficiente de frecueneiar----' 2
fundamental 01 = iphlD cV1 a en el casu de placas euadradas
con orificios euadrados eoncentricos. 5e muestran los
valores obtenidos utilizando eeuaciones-determinantes
(401x401) y (901/901) y los resultados calculados mediante
un eodigo de elementos finitos basado en el
elemento desarrollado por Bogner y colaboradores [5J.
El aeuerdo es exeelente en todos los casos y tambi?-n 10 es
para las configuraeiones (b) y (c) mostradas en la Figura 2,
Tablas II y III respeetivamente.
Del ~lisis de la Tabla I se deduce que para peguecos
orificios el par2.metro;2 disminuye peru luego aumenta, con,
respecto a la placa solida, a partir de aLia:: 1/3 y para
a,/a igual a 0.5 e1 valor de (',es pr' cticamente un 20% tn'S

alto que el valor correspondiente a 10. placa s:·lida. Este
f-?nomeno,rigidizaci,.)n dinamica, es de inte:Fs tecnol::gico
en diversas aplicaciones [6-7J.
El enfoque discutido en estas 5ecciones ha sido extendido
en la Referencia [2J de modo de poder tratar el problema de
vibraciones de una plaeu rect3T1gular orb~tropa,
earaeterizada POI' rigideees D" D" Y Dk, en la cual se ha
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efectuado un orificio rectangular 0 circular y que sostiene
una masa vinculada el~sticamente a la placa 0 losa, Figura 3.
Cuando gobiernan otras combinaciones de condiciones de borde
sel" necesario aproximar a la func ie'n amplitud de
desplazamiento mediante otras funciones coordenadas, POI'
ejemplo funciones-vigas.
En el caso de una placa anis::·tropa, caso gener a 1, y de
considerable interes tecnologico, se hace necesario plantear
la funcional anisOtropa [8]

ph-./ ffif- -2- dxdy

Al resolver la funcional (7) utilizando funciones-viga solo
es posible satisfacer las condiciones esenciales ya que ~jn
en el caso mas simple - el correspondienteo a placas
ie~tropas y ortotropas con los cuatro bordes simplemente
apoyados no es factible satisfacer i~nticamente la
condicion de momento normal al borde igual acero, ya que
para una placa anis::·tropaesta condicic·n se expr e sa en la
forma
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=- D --+D2212 ax2

resultando inmediato el comprobar que las funciones
nrrx ID'!Ysen --a- sen ~ no satisfacen la condic~~n de nulidad

de los momentos normales a los bordes.
El tema sera estudiado a corto plazo POI' los autores.

El presente estudio ha sido auspiciado porIa Secretaria
General de Ciencia y T4cnica (Universidad Nacional de Hal'
del Plata y Universidad Nacional del Sur) y POl' el CONICET
(PIA 6002/96).
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FIGURA 3: Placa simplemente apoyada con un orificio,
soportando una masa montada el~sticamente sobre la losa 0
placa [2]_
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· ~todo Anal: tieo Elementosa,ia FinitoG .
~ ~~401 901 x 901_~__(144 e1ementos)~

0.1 19.517 19.486
1/6 19.268 19.228
0.2 19.205 19.168
0.3 19.512 19.481
1/3 19.818 19.790
0.4 20.815 20.788
0.5 23.519 23.491 --.L

19.463
19.205
19.147
19.463
19.772
20.773
23.473

TABLA! - Valores de ' en el caso de p1acas cuadradas con
perforaeiones euadradas conoentricas [1], Figura 2(a).

~todo AnaL. tieo Elementos
b/a a /a Finitos, 401 x 401 901 x 901 (144 elementos)

1 0.1 19.72 19.72 19.72
1 0.2 19.54 19.52 19.52
1 0.3 19.14 19.12 19.13

2/3 0.1 32.06 32.05 32.05
2/3 0.2 31.82 31.81 31.81
2/3 0.3 31.37 31.35 31.35 -

con orifieios rectangulares, Figura 2(b) [1].
NOTA: a./a = b,/b.

i

Metodo Anall tieo I Elementosi
i FinitosIb/a a /a 401 x 401 901 x 9011 (144 elementos)

1

1/2 0.1 49.27 49.23 49.21
1/2 0.2 47.89 47.79 47.70
1/2 0.3 44.55 44.38 44.26
1/2 0.4 41.42 41.26 41.13
1/2 0.5 40.50 40.36 40.25

reetangulares con orifieios reetangulares, Figura 2(e) [1].
NOTA: a/a = b/b.




