Mecanica Computacional, Volumen XVIi| - pp. 329-338

Compilado por: E. Dari, C. Padra y R. Saiiba
San Carlos de Bariloche, noviembre de 1997

ExprrIMENTOS NUMERICOS SORRE EL
MeETODO DE RAYLEIGH-RITZ APLICADO A
PLacas DOBLEMENTS CONEXAS

Daniel R. Avalos, Hilda A. Larrondo,
Depto. de Fisica, Fucultad de Ingenieria, U.N.M.D.P.

7600 - Mar del Plata

Patricio A.A. Laura. Rail E. Rossi.

Instituto de Mecinica Aplicada (CONICET),
Depto. de Ingenieria (UNS)
8000 - Bah. a Blanca
ARGENTINA

RESUMEN.

Devido a requerimientos operacionales es comin el
practicar orificios que permitan el paso de
conductos, cables, etc. en losas o placas (sea en
aplicaciones de ingenier:a civil, mec:inica y
naval como tambi=en en paneles de equipos
electronicos y plaquetas de circuitos impresos).
Dichos orificios alteran 1las caracter:sticas
estructurales del sistema en cuesti®n. En este
trabajo se determinan las frecuencias
fundamentales de vibraci®n de placas is>tropas
rectangulares simplemente apoyadas con orificios
rectangulares de bordes libres mediante el metodo
energ=tico y se muestra muy buen acuerdo con
autovalores determinados mediante el m=todo de
elementos finitos. También se hace referencia a
resultados obtenidos por los autores en el caso
de placas orbvitropas.

ABSTRACT.

Numerical experiments are performed on the
determination of the fundamental frequency - of

transverse vibration of simply supported
rectangular plates having rectangular holes with
free edges. This constitutes a rather common

technological situation since holes are practiced
in plates or slabs due to operational conditions,
namely passage of conduits or ducts, electric
conductors, etc.

Satisfying exactly the governing natural boundary
conditions at the hole edges is practically arn
impossible task. This study reviews numerical
experiments where the displacement function is
expanded into a double Fourier series which
constitutes the exact solution when the plate is
simply connected. Satisfactory convergence is
achieved when the plate is doubly connected.

INTRODUICCION.

Sea el caso de una placa rectangul ar con tres bordes
empotrados y el cuarto libre, Figura 1.

Es conocido el hecho de gue Poisson intent: resolver el
problema considerando las tres condiciones mec nicas
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Fisura 1 - Placa rectangular con tres bordes empotrados

cuarto: libre.
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"evidentes” en el cuarto borde, o sea reguiriendo gue:

M =Q =M =0 (y = b) (1)
donde M = momentou flector en la direccizn y

Q = esfuerzo de corte eny = b

Ml? = momento torsor en y = b
Dado que el conjunto de simplificaciones utilizadas
en la derivaci*n de la clasica ecuacitn de Lagrange-
Sophie Germaine, conduce a una ecuacicn diferencial a

derivadas parciales de cuarto orden, el intento de utilizar
(1) conduce a un sistema diferencial sobredeterminado.
Fueron Lord Kelvin y Kirchhoff quienes resolvieron el
equ voco substituyendo a (1) por:

M _—D[0?+U W]} =0 (2a)
’ a3y ox 7| .
M ! 3 .3
v M a i ;
q r == L, =0 [ 2R Lo (@
¥ B I . dy dx“dy Db

donde (2b) constituye una equiparaci-n mec:nica del problema
(Q =M =0) . wvalida, por el principio de St Venant,

a distancias del borde mayores gque el espesor de la placa.

A pesar de la simplificacisn mecinica y por ende, matem:tica
del problema, no resulta sencillo, encontrar funciones
coordenadas que permitan satisfacer identicamente las
condiciones (2). Por esto constituye una practica coman,
en problemas de vibraciones y, al utilizar el m=todo de
Rayleigh - Ritz, emplear la aproximacicn:

1 i

Wix,y) ~ W (x,y) =) YA W (xy) (3)
n m

donde 1Y es el productoc de “funciones - viga" que

mrn
satisfacen identicamente, las ecuaciones de vibraciones
libres de vigas prismaticas.
En el caso de la Figura 1, Xn satisface las condiciones de

borde de una viga doblemente empotrada mientras que Y; las

de una viga empotrada - libre.

Se hace entonces evidente que en el caso de una placa donde
se practica un orificio cuyos bordes permanecen libres
(Figura 2) las dificultades anal: ticas son considerablemente
mayores que en la situaciin analizada previamente.

Se reseffan algunas soluciones obtenidas por los autores
para placas simplemente apoyadas, tantoc isttropas como
ortotropas, con orificios rectangulares o circulares vy
teniendo en cuenta la presencia de masas (motores o
m> gquinas) montadas elisticamente sobre el sistema
estructural en estudio [1,2].

SoLUCION ANALITICA APROXIMADA.

Es sumamente simple. Consiste en utlizar la soluci®n exacta
valida para la placa simplemente conexa que, en el caso de
modos normales de vibracisn queda expresada en terminos de
la solucizn de Navier:
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FicGurA 2: Placa simplemente apoyada con orificios [11].
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o
W(x,y) = 2 E A sen HAX sen =Y (4)
&,

LS T

donde W(x,y) = amplitud de desplazamiento.
Uno deduce de la funcional correspondiente a la placa llena,
que en el caso de isotropta es:

e 2 2

8 (SR 2 2 2 2 2 .2
JU‘U:—gf Jﬁ{tdw* ‘??J—-"(lw)[dw awﬂ[,}w \}

2

%) 3 ax 3y % dyz IRy -
T 2 2 h
- £ [ W dxdy (5)
2 v o
la funcional subsidiaria, JS[W}, que corresponde al

orificio. La condici>n

Jd
dAA )

(JIW] - J, [WI1) =0 (6)

t

conduce, en 2ltima instancia, a un determinante ecuacin en
las frecuencias naturales del sistema. El1 procedimiento es
li cito en virtud de que la metodolog a de Rayleigh-Ritz no
requiere satisfacer las condiciones naturales del sistema
(ias condiciones en el contorno del orificio). Dado que (4)
constituye un conjunto completo de funciones, al incrementar
el orden del determinante - ecuaci~n, se convergerz a los
autovalores exactos [3-4].

RESULTADOS NUMERICOS.

Las determinaciones numéricas fueron efectuadas tomando el
coeficiente de Poisson (») igual a 0.3 en el caso de placas
is>tropas.

La Tabla I contiene valores del coeficiente de frecuencia

fundamental Q1 = Ych/D w, a2 en el caso de placas cuadradas

con orificios cuadrados concsntricos. Se muestran los
valores obtenidos utilizando ecuaciones—determinantes
(401x401) vy (901/901) y los resultados calculados mediante
un czdigo de elementos finitos basado en el
elemento desarrollado por Bogner y colaboradores [5].

El acuerdo es excelente en todos los casos y tambisn lo es
para las configuraciones (b) y (c¢) mostradas en la Figura 2,
Tablas II y III respectivamente.

Del anzlisis de la Tabla I se deduce qgue para pegueios
orificios el parzmetro Ql disminuye pero luego aumenta, con

respecto a la placa s~lida, a partir de al/a = 1/3 y 9para
al/a igual a 0.5 el valor de i’ es prrcticamente un 20% m=s

alto que el valor correspondiente a la placa s~lida. Este
fznomeno, rigidizacion dinemica, es de 1inter:s tecnol=gico
en diversas aplicaciones [6~7].

El enfoque discutido en estas Secciones ha sido extendido
en la Referencia [2] de modo de poder tratar el problema de
vibraciones de una placa rectbangular orb>tropa,
caracterizada por rigideces Dl, DZ v Q{, en la cual se ha
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efectuado un orificio rectangular o circular y que sostiene
una masa vinculada eliasticamente a la placa o losa, Figura 3.
Cuando gobiernan otras combinaciones de condiciones de borde
ser: necesario aproximar a la funcion amplitud de
desplazamiento mediante otras funciones coordenadas, por
ejemplo funciones-vigas.

En el caso de una placa anis>tropa, caso general, y de
considerable interes tecnol@gico, se hace necesario plantear
la funcicnal anis>tropa [8]

2

2 2 2 2 2
- o 54 a a
J[W]:%—JI[DM[ w] + 2D L w+922[—w]

axz 12 axz dyZ dyz
2 2 2 2 2
W W W W
+4 Do'.;;[ oOxdy J + 4 [Dm x> + Dza ayz ] dxay}dx dy
che?
5— [fW ax ay (7)

Al resolver la funcional (7) utilizando funciones-viga solo
es posible satisfacer las condiciones esenciales va que atiin

en el caso mas simple - el correspondientes a placas
isctropas y ortotropas con los cuatro bordes simplemente
apoyados - no es factible satisfacer identicamente 1la

condicion de momento normal al borde igual a cero, ya que
para una placa anis®tropa esta condicicn se expresa en la
forma

M i _ W W W |

xg -7 [D11 %2 +D, oy® + 2D, Ixdy ]
{x=z0,a xZO,
. 2 2 2

M W W "W

v = - LN

. - [Dnz 2 * D, 2 t2 D, Ixdy ]
| 25 4 ay
iy=o . b v=0,b

resultando inmediato el comprobar que las funciones

wx mT . o s <
sen —= sen ——Ez no satisfacen 1la condici®*n de nulidad
de los momentos normales a los bordes.
El tema serid estudiado a corto rlazo por los autores.
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soportando una masa montada elisticamente sobre la losa o
placa [2].
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a Ja - M=todo Anal: tico : Elgm?nF?s
t ; : Finitos !
401 x 401 901 x 901 ' (144 elementos):

0.1 189.517 19.486 19.463
/6 19.268 19.228 | 19.205
c.z2 19.205 19.168 19.147
0.3 18.512 19.481 19.463
/3 18.819 18.780 | 13.772
0.4 | 20.815 20.788 | 20.773
6.5 23.519 23.491 | 23.473
TasiLa | - Valores de 2, en el caso de placas cuadradas con

perforaciones cuadradas concentricas [1], Figura 2(a).

i ; | M todo Anal: tico ! Elgmgnt?s
[ b/a i oa /a : Finitos |
| L 401 x 401 901 x 901 | (144 elementos) |
- P10 o1 19.72 19.72 | 19.72 §
1, 0.2 19.54 18.52 | 19.52 ;
1 0.3 19.14 19.12 19.13 i
| 2/3 1 0.1 ! 32.06 32.05 32.05 .
[ 2/3 0 0.2 | 31.82 31.81 31.81 ;
- 2/3 1 0.3 | 31.37 31.35 | 31.35 |
TasLa Il - Valores de & en el caso de placas rectangulares

con orificios rectangulares, Figura 2(b) [17].
NOTA: al/a = bl/b.

Metodo Anal: tico Elementos
Finitos
b/a a /a 401 x 401 901 x 901! (144 elementos)

1/2 c.1 49 .27 49 .23 49.21
1/2 Gc.2 47 .89 47 .79 47 .70
1/2 0.3 44 .55 44 .38 44.26
1/2 0.4 41.42 41.26 41.13
172 0.5 40.50 40.36 40.25
{
TasLa III - Valores de :: en el caso de placas

13

rectangulares con orificios rectangulares, Figura 2{(c) [11].
NOTA: al/a = b‘/b.







