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RESUMEN

En el presente trabajo se muestra como utilizar algunos resultados de la teoria
general de estabilidad eldstica de sistemas discretos, en el cambio de trayectoria
en problemas de bifurcacién. Las aproximaciones asintéticas consideradas son
de segundo orden y conducen a un algoritmo robusto que permite considerar
incrementos relativamente grandes en el cambio de trayectoria: Se presentan
varios ejemplos para mostrar la calidad de las aproximaciones obtenidas

ABSTRACT

The present work shows how to use known results from the general theory of
elastic stability of discrete systems, for switching paths in bifurcation prob-
lems. Second order asintotic approximations are considered leading to a robust
algorithm, allowing relative large steps. Some examples are consideres showing
the performance of the approximations used.

INTRODUCCION

Los fendmenos de bifurcacién y pérdida de estabilidad son comunes en la literatura de la
mecénica no lineal de sélidos continuos. Consideremos un sistema mecanico definido (a
partir de una aproximacién discreta como el método de elementos finitos) por un nimero
finito de variables cineméticas ¢; agrupadas en un vector g € ™ y un pardmetro A que
define el valor de las acciones externas, tal que interesa conocer el conjunto de puntos
(q,A) € R™ x R (trayectorias de equilibrio) que satisfacen

glg,)\) =0 (1

Sin pérdida de generalidad partiremos de un punto de referencia conocido (normalmente
correspondientes al par (g, A) = (0,0)} que satisface (1) por el cual pasa una sola trayec-
toria de equilibrio, a la que denominaremos trayectoria primaria o fundamental.
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Para la solucién punto a punto de la trayectoria fundamental se recurre en general a
técnicas de Newton-Raphson, en general combinadas con algoritmos de continuacién que
le proveen robustez al método y permiten trazar curvas fuertemente no lineales incluyendo
puntos limites (extremos) asociados al pardmetro de carga y/u otras variables cinematicas
fundamentales o derivadas [1-2].

Entenderemos por puntos regulares aquellos donde el determinante del Hessiano del sis-
tema de ecuaciones es distinto de cero

[Vag (9, A)] #0 (2)

por ellos puede pasar sélo una trayectoria de equilibrio. Llamaremos puntos singulares o
criticos a aquellos donde se anula el determinante

{Vag(g,A)| =0 (3)

que es la condicién necesaria para que en el punto se crucen dos (o mads) trayectorias
de equilibrio. Los puntos criticos pueden a su vez clasificarse en (3] puntos limites (no
asociados a un cruce de trayectorias), y en puntos de bifurcacién, donde la trayectoria
fundamental en este caso es cortada por otra(s) trayectoria(s) de equilibrio.

En particular aqui nos restringiremos a puntos criticos simples, es decir aquellos donde
el Hessiano tiene nulidad 1, y no consideraremos puntos de singularidad multiple. En los
puntos criticos denominaremos por ¢ al tinico (auto)vector que satisface

Vag(q,A) ¢ = 0 (4)
i =1

donde 7 es un grado de libertad convenientemente elegido (normalmente el de componente
de mayor valor absoluto en ¢).

La distincién entre puntos limites y de bifurcacién se logra a través de la condicién

Vag(q,A) - # 0 punto limite

(3)
Vig(g,A)-¢ = 0O bifurcacién

En el anilisis de problemas de bifurcacién en mecdnica de sélidos hay basicamente dos
estrategias posibles: a)incluir una pequefia imperfeccién geomsétrica o en el sistema de so-
licitaciones, transformando el problema a uno sin bifurcacién pero muy cercano al original,
y seguir dicha trayectoria imperfecta mediante técnicas de continuacién; b)avanzar hasta
el cruce de trayectorias detectanto este punto con alguna técnica adecuada y cambiar a
la rama de interés.

La primera es como normalmente funciona los sistemas estructurales que inevitablemente
tienen imperfecciones, pero es conceptualmente menos interesante debido a que se pierde
informacién referida al punto critico. La segunda es conceptuamente més rica y per-
mite clasificar el comportamiento desde el punto de vista de la teoria de estabilidad
eldstica usando las herramientas que ésta provee. En muchos problemas de ingenieria un
conocimiento detallado de la trayectoria secundaria o poscritica carece de importancia
préctica debido a la magnitud de los desplazamientos involucrados que dejan fuera de ser-
vicio al sistema. Muchas veces es suficiente el conocimiento del comportamiento inicial de
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la rama secundaria. Existe una importante literatura dedicada al analisis asintético de la
trayectoria poscritica con el objeto de clasificarla mediante técnicas analiticas, numéricas
¥y mixtas [4]. Esta clasificacion est4 referida no sélo a la estabilidad sino principalmente
a la sensibilidad de los niveles méximos de solicitacién de sistemas imperfectos.

La deteccién precisa del punto critico sobre la trayectoria fundamental puede hacerse de
diferentes formas; el método mas eficiente es tal vez a través de sistema extendidos (5] ¥
su solucién en combinacién con el algoritmo de borde.

El paso de una trayectoria a otra, una vez detectada la bifurcacién, se realiza con las
mismas técnicas de continuacién utilizadas en el resto del proceso pero con una adecuada
prediccién de la posicién de equilibrio que satisfaga convergencia posterior sobre la rama
de interés. Se han propuesto distintos esquemas predictores, mas o menos complejos,
todos en general basados en los resultados generales de la estabilidad eldstica de sistemas
discretos [1).

SISTEMAS EXTENDIDOS PARA LA DETERMINACION DE PUNTOS
CRITICOS

Las condiciones que satisface un punto critico estén definidas por (1) y (3) o alternativa-
mente por (1) y (4). La denominacién de “extendidos” proviene de aumentar el sistema
de ecuaciones conque se trabaja en puntos regulares (1) en una ecuacién adicional (3) o
con un conjunto de ecuaciones adicionales (4). Si bien a primera vista la primera posi-
bilidad parece maés aliviada, la segunda resulta més conveniente computacionalmente y el
volumen de célculo no es muy superior a una. iteracién normal de Newton Raphson en los
puntos regulares. En definitiva el conjunto de ecuaciones que interesa resolver es:

g(q,)) =0
vqg (q: )‘) =0 (6)
Wi — 1 = 0

Es bién sabido que el método de Newton-Raphson aplicado sobre (61) tiene convergencia
cuadrdtica, sin embargo en la cercanfa de un punto critico aparecen problemas numéricos
importantes debido a que el Hessiano es casi singular, ya que esa es precisamente la
condicién buscada. Una forma de regularizar el sistema es usando penalizacién. Agre-
garemos a (6;) el término

v6: (67q— 1) = v6; (g — )

donde 7 es el coeficiente de penalizacién, §; es un vector con componentes nulas salvo la
t que vale 1 y u es una nueva variable que mide el avance de la componente ¢; sobre la
trayectoria fundamental. Para que la solucién del nuevo sistema no difiera del original
agregamos la condicién

(6Ta—u) = (g —p =0
y con objeto de regularizar el Hessiano asociado a (6;) adicionaremos a este conjunto de
ecuaciones el término

v6: (670 — 1) =76, (p; — 1)
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En definitiva el conjunto de ecuaciones a resolver [G (q, ¢, A, 1)] tiene la forma

g(q,A) +~6; (6,-Tq— ,U-) = 0

Vag(a,4) p+16: (6T ~1) = 0 (7)
(6fa-p) = 0

Las modificaciones introducidas no som, por supuesto, la \inica posibilidad [6]. El método
de Newton-Raphson conduce al sistema, linealizado

Veg+ 7676, 0 ) Vg 76; Aq
Va(Veg 9) Veg+7676, 0 0o Ap |
o7 0 0 -1 Ap

Como es habitual en la terminologia del Método de Elementos Finitos, llamaremos

KT = ng (q1 /\)
= -%g(q,2) 9)
Kr Vg (q,A) + 6,67

El sistema de ecuaciones linealizado no se resuelve en forma simulténea, sino utilizando
el algoritmo de borde, de forma que:

Aq = K7'[~g -6 (g — u) + AN f+46; Ayl (10)
= AMNAq; + Aqe + ApAqgs

Ap = -K7' [Kre + 76 + V (Krp) Aq] (11)
= —¢+Aq3+AMp; + p; + Aups
donde
Aq; = Kp'f
Aqe = Ki'[-g -6 (g — )] (12)
Aqs = K7y,
p; = —-K7'[V(Kry)Aq)

Finalmente, llevando (10) y ( 11) a las dos ecuaciones escalares restantes es posible deter-
minar AX y Ay . Debe hacerse notar que estas dos ecuaciones finales no est4 exentas de
problemas numéricos ya que al acercarse a convergencia, en muchos casos se malcondiciona
debido a la propia singularidad del sistema original.

APROXIMACIONES ASINTOTICAS

Obtenido €l punto critico, resulta necesario estudiar el comportamiento de las trayectorias
de equilibrio que pasan por el mismo, que para el caso que nos ocupa son dos en bifurca-
ciones y s6lo una para puntos limites. Este estudio se resume a evaluar las derivadas (1ra
y 2da) de las trayectorias, lo que nos permita
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a) Estudiar la estabilidad del sistema y predecir el comportarmiento poscritico inicial, asf
como la sensibilidad de las cargas limites de los sistemnas imperfectos

b) Realizar una prediccién adecuada para que el préximo paso converja (rapidamente) a
la trayectoria secundaria.

Elejimos como pardmetro respecto al cual calcular las derivadas a la componente g; (la
de mayor valor absoluto en ;). En tal caso aplicando la técnica de perturbaciones a, (1)
tendremos los siguientes grupos de ecuaciones, todas evaluadas en el punto critico [7-8]

Krq® - AVf = o (13)
Krq® —2%f = -V Kr q(l)q(l) (14)
Krq® - \®f = ~Vq[VeKzr] aWqWg® — 3V, Krqtg? (15)

donde con (‘)(") definimos la n-ésima derivada respecto a gi- Por otro lado premultipli-
cando cada grupo de ecuaciones por 7, tendremos las siguientes ecuaciones escalares
(recordando ademss (4))

-20TE = o (16)
“AQTE + TV KrqPq) = 0 (17)
_)\(3)<pr + <pTVq [VoKr] q(1)q(1)q(1) —- 3(PTquT q(1)q(2’) = 0 (18)
La solucién de (13) puede escribirse
qV = o + AWy (19)
donde
¥y = K7f
Y = -G (20)
Similarmente la solucién de (14) puede escribirse
q? =z + 2@y (21)
donde
z = -K;'VKrqlq
z = Z'-Zi(p (22)

Para el caso de punto limite (¢7f # 0) la solucién se completa de la siguiente manera a
partir de (16) v (17)

AL — g (23)
¢" [VoKrqW] q®

(2)
A TF

(24)
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Para el caso de bifurcacién (p7f = O) » reemplazando (19) en (17) obtenemos una ecuacién
cuadritica en (¥ donde cada raiz corresponde a cada una de las trayectorias que se cortan:

2
Y [VaKr @] yAY 1+ 2yT [V K7 0] AW 4 T [VaKrele = 0 (25)
ANV Lopa 4 o
Si € = 0 entoces A = 0 es solucién, luego q¥) = ¢ y la bifurcacién es del tipo
“simétrica”, si no es “asimétrica”.

Para el cdlculo de A?, se sigue el mismo procedimiento, reemplazando (21) en (18) resulta
ahora para la rama secundaria

T T
@ — _¥ V4 {qu;;?][‘g] (‘;(:jry VK o] 2 (simétrica) (26)
q
0Ty 17 K O] g 4 3T [y K
@ - _9 [ alVaKrel 4 ] 1 T VaKrola (asimétrica) (27)

3qWT [VoKr o]y

RESULTADOS NUMERICOS

En este apartado se presentan algunos resultados obtenidos con las técnicas descritas en
los apartados anteriores. Los ejemplos aqui presentados han sido analizado con elementos
de ldmina (bi y tridimensionales) desarrollados en base a, los trabajos de Simo y coautores
[9-10], cuya comportamiento ha sido presentado en las Referencias [11-12].
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Figura 1: Placa circular uniformemente comprimida
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Placa circular comprimida

Como primer ejemplo consideremos un ejemplo clésico en la literatura de estabilidad
eldstica asociado a una bifurcacién simétrica estable. Una placa circular simplemente
apoyada en el contorno y uniformemente comprimida (Fig.1.a. El espesor es h = 0.01,
el radio es a = 10, y el material tiene como constantes eldsticas E = 10° y v =023
La solucién analitica (3] usando funciones de Bessel conduce a una carga critica de A =
0.00384432 y la derivada segunda del pardmetro de carga, respecto al desplazamiento
transversal en el centro es X® = 20.778. Usando 5 elementos cuadraticos (de l4mina de
revolucién) se ha obtenido A = 0.00384407 y A®@ = 20.781. En la Fig.1.b se muestra la
trayectoria poscritica usando técnicas de continuacién y la aproximacién asintética, donde
en el eje de abcisas se han normalizado los desplazamientos respecto al espesor de la placa
y en ordenadas el factor de carga ha sido normalizado respecto al valor critico. En dos
pasos se llega al punto critico , y de alli se pasa a la rama poscritica usando un incremento
que puede ser de hasta 25 veces el espesor de la ldmina. Es decir que el iltimo punto
graficado, que corresponde a un factor de carga de casi 200 veces la carga de bifurcacién,
puede obtenerse en un sélo paso una vez obtenido el punto critico.
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Figura 2: Marco asimétrico

Pértico asimétrico

Este segundo ejemplo ha sido objeto de multiples anilisis tanto analiticos como expe-
rimentales [13]. Aqui se ha usado la siguiente geometria (ver Fig.2.a), longitud de los
tramos L = 10 y seccién cuadrada de 0.2 x 0.2, en tanto que las propiedades del material
son E = 10° y v = 0.3. El comportamiento en este caso corresponde a una bifur-
cacién asimétrica, correspondiendo la rama inicialmente inestable a un desplazamiento
del parante vertical hacia la derecha. En la Fig.2.b se muestran las curvas normali-
zadas correspondientes a la trayectoria inestable. Nuevamente resulta importante sefialar
que el dltimo punto graficado (que corresponde a la geometria deformada indicada en la
Fig.2.a) puede obtenerse en un sélo paso una vez determinado el punto critico. La carga
critica obtenida fue AC = 1.8494; la derivada primera del parametro de carga respecto
al desplazamiento horizontal del punto ubicado a la mitad del parante vale en este caso
A = —0.14581. En la discretizacién se han utilizado 5 elementos cuadraticos para cada
segmento.
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Figura 3: Cierre elipsoidal con presidn externa. a = 750, h = 1, E =105 u = 03.
(a)geometria y forma del modo critico. (b) Trayectoria poscritica.

Domo eliptico

Este ejemplo corresponde a un cierre elipsoidal sometido a presién externa (Fig.3.a),
analizado previamente por otros autores en forma asintética y mediante técnicas de con-
tinuacién [8,14]. El comportamiento poscritico es axilsimétrico por lo que puede analizarse
con elementos de lémina de revolucién. Se utilizaron 27 elementos cuadraticos en la dis-
cretizacién. La carga critica obtenida es AC = 0.5513, y corresponde a una bifurcacién
asimétrica, el modo de bifurcacién puede verse también en la Fig.3.a. La derivada primera
del pardmetro de carga respecto al descenso del vértice del domo es A1) — ~0.25. En la
(Fig.3.b) se muestran las trayectorias de equilibrio. El radio de convergencia de la aproxi-
macién asintética es en este caso méds pequefio que en los casos anteriores, aqui nos hemos
limitado a una aproximacién de primer orden, un anélisis més detallado del mismo ejem-
plo incluyendo aproximaciones cuadriticas y sensibilidad a imperfecciones puede verse en
la Ref.[8] . En el cambio de trayectoria es posible lograr convergencia con un paso de
avance de hasta 8 veces el espesor de la l4mina.

Viga en forma de L

Este ejemplo ha sido analizado numerosas veces en la literatura, corresponde a una viga en
angulo recto empotrada en un extremo y sometida a una carga coplanar en el extremo li-
bre. Aquf ha sido discretizada con elementos de l4mina tridimensionales (alternativamente
con 68 cuadrildteros de cuatro nodos ¥ 34 tridngulos de 6 nodos). El comportamiento es
lineal hasta el punto de bifurcacién (simétrico estable) con un comportamiento posterior
también estable para la direccién de carga elegida. En la Fig.4.a se ve la geometria inde-
formada y las deformadas en el primer paso posterior al punto critico (En la discretizacién
con tridngulos se ha dividido cada tridngulo cuadritico en 4 tridngulos cuadréticos para
visualizacién). El comportamiento corresponde a una bifurcacién simétrica estable y la
derivada segunda de la carga A, es positiva pero muy baja. En la Fig.4.b se ven las
trayectorias de equilibrio para el desplazamiento fuera del plano del punto de mayor de-
splazamiento del borde libre. El primer punto del cambio de trayectoria corresponde a
incrementos de desplazamientos mayores a 40 veces el espesor
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Figura 4: viga en dngulo recto con carga coplanar. (a)geometria y deformada poscritica.

(b) Trayectorias poscriticas.

Panel cilindrico

Como 1ltimo ejemplo se presenta un caso de punto limite. En la Fig. 5.a se muestra
la geometria del problema y en la Fig.b las trayectorias de equilibrio. El problema de
punto limite no es de especial interés, ya que no hay cambio de trayectoria, el ejemplo
presentado es a los efectos de mostrar la aproximacién asintética.

CONCLUSIONES

De los ejemplos presentados puede concluirse que la utilizacién de aproximaciones a
asintdticas cuadréticas permiten cambios de trayectoria con facilidad avanzando rapi-
damente sobre la trayectoria poscritica.
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