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RESUMEN
En el presente trabajo se muestra como utilizar algunos resultados de la teoria
general de estabilidad elastica de sistemas discretos, en el cambio de trayectoria
en problemas de bifurcacion. Las aproximaciones asintoticas consideradas son
de segundo orden y conducen a un algoritmo robusto que permite considerar
incrementos relativamente grandes en el cambio de trayectoria: Se presentan
varios ejemplos para mostrar la calidad de las aproximaciones obtenidas

ABSTRACT
The present work shows how to use known results from the general theory of
elastic stability of discrete systems, for switching paths in bifurcation prob-
lems. Second order asintotic approximations are considered leading to a robust
algorithm, allowing relative large steps. Some examples are consideres showing
the performance of the approximations used.

Los fenomenos de bifurcacion y perdida de estabilidad son comunes en la literatura de la
mecanica no lineal de solidos continuos. Consideremos un sistema mecanico definido (a
partir de una aproximacion discreta como el metodo de elementos finitos) por un numero
finito de variables cinematicas qi agrupadas en un vector q E ~n y un parametro >.que
define el valor de las acciones externas, tal que interesa conocer el conjunto de puntos
(q,>.) E ~n x ~ (trayectorias de equilibrio) que satisfacen

Sin perdida de generalidad partiremos de un punto de referencia conocido (normalmente
correspondientes al par (g, >.)= (0,0)) que satisface (1) por el cual pasa una sola trayec-
toria de equilibrio, a la que denominaremos trayectoria primaria 0 fundamental.



Para la soludon punto a punto de la trayectoria fundamental se recurre en general a
tecnicas de Newton-Raphson, en general combinadas con algoritmos de continuacion que
Ie proveen robustez al metodo y permiten trazar curvas fuertemente no lineales incluyendo
puntos !imites (extremos) asociados al parametro de carga y/u otras variables cinematicas
fundament ales 0 derivadas [1-2J.

Entenderemos por puntos regulares aquellos donde el determinante del Hessiano del sis-
tema de ecuaciones es distinto de cero

por ellos puede pasar solo una trayectoria de equilibrio. Llamaremos puntos singulares 0

criticos a aquellos donde se anula el deterrninante

que es la condicion necesaria para que en el punta se crucen dos (0 mas) trayectorias
de equilibrio. Los puntos criticos pueden a su vez clasificarse en [3] puntos !imites (no
asociados a un cruce de trayectorias), y en punt os de bifurcacion, donde la trayectoria
fundamental en este caso es cortada por otra(s) trayectoria(s) de equilibrio.

En particular aqui nos restringiremos a puntos criticos simples, es decir aquellos donde
el Hessiano tiene nulidad 1, y no consideraremos puntos de singularidad multiple. En los
p\mtos criticos denorninaremos por 'P al Unico (auto )vector que satisface

donde i es un grado de libertad convenientemente elegido (normalmente el de componente
de mayor valor absoluto en 'P).
La distincion entre puntos lirnites y de bifurcacion se logra a traves de la condicion

En el analisis de problemas de bifurcacion en mecanica de solidos hay basicamente dos
estrategias posibles: a)incluir rma pequeiia imperfeccion geometrica 0 en el sistema de so-
licitaciones, transformando el problema a rmo sin bifurcacion pero muy cercano al original,
y seguir dicha trayectoria imperfecta mediante tecnicas de continuacion; b)avanzar hast a
el cruce de trayectorias detectanto este prmto con alguna tecnica adecuada y cambiar a
la rama de interes.

La primera es como normalmente funciona los sistemas estructurales que inevitablemente
tienen imperfecciones, pero es conceptualmente menos interesante debido a que se pierde
informacion referida al punto critico. La segunda es conceptuamente mas rica y per-
mite clasificar el comportarniento desde el punta de vista de la teoria de estabilidad
elastica usando las herramientas que esta provee. En muchos problemas de ingenieria un
conocirniento detallado de la trayectoria secrmdaria 0 poscritica carece de importancia
practica debido a la magnitud de los desplazarnientos involucrados que dejan fuera de ser-
vicio al sistema. Muchas veces es suficiente el conocirniento del comportamiento inicial de



la rama secundaria. Existe una importante literatura dedicada al amilisis asintotico de la
trayectoria poscrftica con el objeto de clasificarla mediante tecnicas analiticas, numericas
y mixtas [4]. Esta clasificacion esta referida no solo ala estabilidad sino principalmente
a la sensibilidad de 10s niveles maximos de solicitacion de sistemas imperfectos.

La deteccion precisa del punto critico sobre la trayectoria fundamental puede hacerse de
diferentes formas; el metodo mas eficiente es tal vez a traves de sistema extendidos [5] y
su solucion en combinacion con el algoritmo de borde.

EI paso de una trayectoria a otra, una vez detectada la bifurcacion, se realiza con las
mismas tecnicas de continuacion utilizadas en el res to del proceso pero con una adecuada
prediccion de la posicion de equilibrio que satisfaga convergencia posterior sobre la rama
de interes. Se han propuesto distintos esquemas predictores, mas 0 menos complejos,
todos en general basados en los resultados generales de la estabilidad elastica de sistemas
discretos [1].

SISTEMAS EXTENDIDOS PARA LA DETERMINACION DE PUNTOS
CRiTICOS

Las condiciones que satisface un punta critico estan definidas por (1) y (3) 0 alternativa-
mente por (1) y (4). La denominacion de "extendidos" provienede aumentar el sistema
de ecuaciones conque se trabaja en puntos regulares (1) en una ecuacion adicional (3) 0

con un conjunto de ecuaciones adicionales (4). Si bien a primera vista la primera posi-
bilidad parece mas aliviada, la segunda resulta mas conveniente computacionalmente y el
volumen de calculo no es muy superior a una iteracion normal de Newton Raphson en los
puntos regulares. En definitiva el conjunto de ecuaciones que interesa resolver es:

g (q, A)
V" qg (q, A) 'P

'Pi - 1

Es bien sabido que el metodo de Newton-Raphson aplicado sobre (61) tiene convergencia
cuadratica, sin embargo en la cercania de un punta critico aparecen problemas numericos
importantes debido a que el Hessiano es casi singular, ya que esa es precisamente la
condici6n buscada. Una forma de regularizar el sistema es usando penalizaci6n. Agre-
garemos a (61) el termino

donde 'Yes el coeficiente de penalizaci6n, 8i es un vector con componentes nulas salvo la
i que vale 1 y J.L es una nueva variable que mide el avance de la componente qi sobre la
trayectoria fundamental. Para que la soluci6n del nuevo sistema no difiera del original
agregamos la condie ion

(6f q - J.L) =. (qi - J.L) = 0

y con objeto de regularizar el Hessiano asociado a (62) adicionaremos a este conjunto de
ecuaciones el termino



En definitiva el conjunto de ecuaciones a resolver [G (q, if', >., Jl)] tiene la forma

g(q,>.) +,0; (o;q-Jl) 0

\7qg (q, >') if'+'Yo;( 6; if' - 1) 0 (7)

(6; if' - 1) 0

(6; q - Jl) 0
Las modificaciones introducidas no son, por supuesto, la Unica posibilidad [6]. EI metodo

de Newton-Raphson conduce al sistema linealizado

\7 qg (q, >.)
-\7>.g (q, >')
\7 qg (q, >') + ,6;0;

EI sistema de ecuaciones linealizado no se resuelve en forma simultanea, sino utilizando
el algoritmo de borde, de forma que:

~q RTl [-g - ,6; (q; - Jl) + ~>.f+'Y6; ~Jl]
~>. ~ql + ~<I2 + ~Jl ~q3

~if' _R~l (Rrif' + 'Y6;+ \7 (Krif') ~q]
-if' + ~q3 + ~>'Pl + P2 + ~JlP3

RTlf
RTl [-g - 'Y6; (qi - Jl)]
R:;:1'Y6;
- RTl [\7 (Krif') ~~ 1

Finalmente, llevando (10) y (ll) alas dos ecuaciones escalares restantes es posible deter-
minar ~>.y ~Jl . Debe hacerse notar que estas dos ecuaciones finales no esta exentas de
problemas numericos ya que al acercarse a convergencia, en muchos casos se malcondiciona
debido a la propia singularidad del sistema original.

Obtenido el punta critica, resulta necesario estudiar el comportamiento de las trayectorias
de equilibrio que pasan por el mismo, que para el caso que nos ocupa son dos en bifurca-
ciones y s610una para puntos limites. Este estudio se resume a evaluar las derivadas (Ira
y 2da) de las trayectorias, 10que nos permita



a) Estudiar la estabilidad del sistema y predecir el comportamiento poscritico inicial, asi
como la sensibilidad de las cargas !imites de los sistemas imperfectos

b) Realizar una prediccion adecuada para que el proximo paso converja (rapidamente) a
la trayectoria secundaria.

Elejimos como parametro respecto al cual calcular las derivadas a la componente qi (la
de mayor valor absoluto en 'Pi). En tal caso aplicando la tecnica de perturbaciones a (1)
tendremos los siguientes grupos de ecuaciones, todas evaluadas en el punto critico [7-8]

KTq(l) - .\(1)f

K
T
q(2) _ .\(2)f

KTq(3) - .\(3)f

o
- \7qKT q(1)q(1)

_ \7q [\7qKTl q(l)q(l)q(l) - 3\7 qKT q(1)q(2)

(13)
(14)
(15)

donde con C)(n) definimos la n-esima derivada respecto a qi. Por otro lado premultipli-
cando cada grupo de ecuaciones por r.pT, tendremos las siguientes ecuaciones escalares
(recordando ademas (4))

_.\(l)r.pTf

_.\(2) r.pTf + r.pT\7 qKT q(l)q(1)

_.\(3)r.pTf + r.pT\7 q [\7qKT] q(l)q(l)q(l) - 3r.pT\7 qKT q(l)q(2)

(16)
(17)
(18)

Para el caso de punto limite (r.pTf ,; 0) la solucion se completa de la siguiente manera a
partir de (16) y (17)

o
r.pT [\7qKT q(l)] q(l)

r.pTf

(23)

(24)
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Para el caso de bifurcaci6n (cpT f = 0) , reemplazando (19) en (17) obtenemos una ecuaci6n
cuadratica en >..<1) donde cada raiz corresponde a cada una de las trayectorias que se cortan:

yT [v qKT CPJ y),(!)2+ 2yT [v qKT cpj cp),(I) + cpT [v qKTCPJ cp

A),(!)2 + 2B),(I) + C

Si C = 0 entoces ),(1) = 0 es soluci6n, luego q(!) = cp y la bifurcaci6n es del tipo
"simetrica" , si no es "asimetrica".

Para el caJ.culode ),(2), se sigue el mismo procedimiento, reemplazando (21) en (18) resulta
ahara para la rama secundaria

cpT [v q [v qKTCP] CPJ cp + 3cpT [v qKT CPJ Z
3cpT [vqKT CPJ Y

q(l)T [v q [v qKTCPJ q(l)] q(!) + 3 q(!)T [v qKT CPJ z
3 q(I)T [vqKT cp] Y

En este apartado se presentan algunos resultados obtenidos con las tecnicas descritas en
los apart ados anteriores. Los ejemplos aqui presentados han sido analizado can elementos
de lamina (bi y tridimensionales) desarrollados en base alas trabajos de Simo y coautores
[9-10], cuya comportamiento ha sido present ado en las Referencias [11-12].
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Placa circular comprimida

Como primer ejemplo consideremos un ejemplo clasico en la literatura de estabilidad
elastica asociado a una bifurcacion simetrica estable. Una placa circular simplemente
apoyada en el contorno y uniformemente comprimida (Fig. La. EI espesor es h = 0.01,
el radio es a = 10, y el material tiene como constantes elasticas E = 106 Y 1/ = 0.3.
La solucion analftica [3] usando funciones de Bessel conduce a una carga critica de ). =
0.00384432 y la derivada segunda del parametro de carga respecto al desplazamiento
transversal en el centro es ).(2) = 20.778. Usando 5 elementos cuadraticos (de lamina de
revoluci6n) se ha obtenido ). = 0.00384407 Y ).(2) = 20.781. En la Fig.1.b se muestra la
trayectoria poscritica usando tecnicas de continuacion y la aproximacion asintotica, donde
en el eje de abcisas se han normalizado los desplazamientos respecto al espesor de la placa
y en ordenadas el factor de carga ha sido normalizado respecto al valor critico. En dos
pasos se llega al punta critico , y de alii se pasa a la rama poscritica usando un incremento
que puede ser de hasta 25 veces el espesor de la lamina. Es decir que el Ultimo punta
graficado, que corresponde a un factor de carga de casi 200 veces la carga de bifurcacion,
puede obtenerse en un solo paso una vez obtenido el punta crftico.
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Figura 2: Marco asimetrico

Portico asimetrico

Este segundo ejemplo ha sido objeto de mUltiples an8.lisis tanto analiticos como expe-
rimentales [13]. Aqui se ha usado la siguiente geometria (ver Fig.2.a), longitud de los
tramos L = 10 Y seccion cuadrada de 0.2 x 0.2, en tanto que las propiedades del material
son E = 106 Y 1/ = 0.3. EI cQmportamiento en este caso corresponde a una bifur-
cacion asimetrica, correspondiendo la rama inicialmente inestable a un desplazamiento
del parante vertical hacia la derecha. En la Fig.2.b se muestran las curvas normali-
zadas correspondientes a la trayectoria inestable. Nuevamente resulta importante seiialar
que el ultimo punta graficado (que corresponde a la geometria deformada indicada en la
Fig.2.a) puede obtenerse en un solo paso tllla vez determinado el ptlllto critico. La carga
critica obtenida fue >.. C = 1.8494; la derivada primera del parametro de carga respecto
al desplazamiento horizontal del punta ubicado a la mitad del parante vale en este caso
>..(1) = -0.14581. En la discretizacion se han utilizado 5 elementos cuadniticos para cada
segmento.
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Figura 3: Cierre elipsoidal con presion externa. a 750, h 1, E = 106, J.L = 0.3.
(a)geometrfa y forma del modo crftico. (b) Trayectoria poscritica.

Domo eliptico

Este ejemplo corresponde a un cierre elipsoidal sometido a presIOn externa (Fig.3.a),
analizado previamente por otros autores en forma asintotica y mediante tecnicas de con-
tinuacion [8,14]. El comportamiento poscritico es axilsimetrico por 10 que puede analizarse
con elementos de lamina de revolucion. Se utilizaron 27 elementos cuadraticos en la dis-
cretizacion. La carga critica obtenida es )..C = 0.5513, y corresponde a una bifurcacion
asimetrica, el modo de bifurcacion puede verse tambien en la Fig.3.a. La derivada primera
del parametro de carga respecto al descenso del vertice del domo es )..(1) = -0.25. En la
(Fig.3.b) se muestran las trayectorias de equilibrio. El radio de convergencia de la aproxi-
macion asintotica es en este caso mas pequeno que en los casos anteriores, aqui nos hemos
limitado a una aproximacion de primer orden, un analisis mas detallado del mismo ejem-
plo incluyendo aproximaciones cuadraticas y sensibilidad a imperfecciones puede verse en
la Ref.[8] . En el cambio de trayectoria es posible lograr convergencia con un paso de
avance de hasta 8 veces el espesor de la lamina.

Viga en forma de L

Este ejemplo ha sido analizado numerosas veces en la literatura, corresponde a una viga en
angulo recto empotrada en un extremo y sometida a una carga coplanar en el extremo li-
bre. Aqui ha sido discretizada con elementos de lamina tridimensionales (alternativamente
con 68 cuadrilateros de cuatro nodos y 34 triangulos de 6 nodos). El comportamiento es
lineal hast a el punta de bifurcacion (simetrico estable) con un comportamiento posterior
tambien estable para la direccion de carga elegida. En la Fig.4.a se ve la geometria inde-
formada y las deformadas en el primer paso posterior al punto critico (En la discretizacion
con triangulos se ha dividido cada triangulo cuadratico en 4 triangulos cuadraticos para
visualizacion). El comportamiento corresponde a una bifurcacion simetrica estable y la
derivada segunda de la carga )..(2), es positiva pero muy baja. En la Fig.4.b se yen las
trayectorias de equilibrio para el desplazamiento fuera del plano del punta de mayor de-
splazamiento del borde libre. El primer punto del cambio de trayectoria corresponde a
incrementos de desplazamientos mayores a 40 veces el espesor
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Figura 4: viga en angulo recto con carga coplanar. (a)geometria y deformada poscritica.
(b) Trayectorias poscrfticas.

Panel cilindrico

Como ultimo ejemplo se presenta un caso de punto limite. En la Fig. 5.a se muestra
la geometria del problema y en la Fig.b las trayectorias de equilibrio. EI problema de
punta limite no es de especial interes, ya que no hay cambio de trayectoria, el ejemplo
present ado es a los efectos de mostrar la aproximaci6n asint6tica.

De los ejemplos presentados puede concluirse que la utilizaci6n de aproximaciones a
asint6ticas cuadraticas permiten carnbios de trayectoria con facilidad avanzando rapi-
darnente sobre la trayectoria poscritica.
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