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RESUMO

O problema da interagdo placa-estaca-solo, em uma andlise eldstico linear, & representado pelo
método dos elementos de contorno. A superficie do semi-espago mobilizada do problema €
discretizada em elementos triangulares, onde as reagdes do solo no dominio do elemento de
contorno sao aproximadas por uma fungdo interpoladora linear. As estacas tém rigidez axial finita
¢ cada uma delas € representada por um tnico elemento de contorno linear, no qual estio
discretizados 4 pontos nodais. A tensio cisalhante, que age no fuste, & assumida ter uma
distribuicfio quadrdtica. A tensdo normal, que age na base da estaca, é assumida ter distribui¢ao
uniforme na rea da mesma. A placa de unido, que capeia o topo das estacas, ¢ assumido ter apenas
movimento de corpo rigido.

ABSTRACT

The problem of plate-pile-soil interaction, under linear elastic analysis, is' represented by
Boundary Element Method. The mobilized surface of half space of problem is discretized into
triangular elements where the subgrade reactions on domain of boundary element are
approximated by linear function . The piles have a finite axial rigidy that are discretized four
nodal points. The shear stress that acts along the shaft is assumed to have a quadratic distribuition,
The normal stress that acts on the tip of pile is assumed to have an uniform distribuition on its
area. The union bending plate that caps the top of pile is assumed to have only rigid body
moviment.

INTRODUGCAO

A andlise tedrica do problema envolvendo a interagiio do grupo de estacas com o solo tem sido feita envolvendo
diversas metodologias, dentre elas, tem-se [1] onde a contribuigdo das estacas € obtida por superposigio eldstica
da influéncia de todas as estacas tomadas duas a duas.

[2] wiliza as equagSes de Mindlin para obter a contribuigio de cada estaca no grupo ligado a uma placa de unido
rigida. [3] estende o trabalho de [2] incorporando a andlise de placa de unido flexivel ligada a estacas rigidas
utilizando o método dos elementos de contorno. Em [4]-[5] encontram-se extensdes [3] introduzindo,
principalmente, o efeito da flexibilidade axial das estacas no conjunto.

Este trabalho mantém as hipéteses utilizadas em [4] e analisa problemas de interagdo de grupos de estacas
flexfveis solidarizados por uma placa de unido rigida com o semi-espaco utilizando o método dos elementos de
contorno.

SISTEMA DE EQUAGOES PARA A INTERFACE PLACA-SOLO

O plano que contém a interface entre o elemento de unido do grupo de estacas e o solo é estudado nesta segio.
As hipéteses admitidas na andlise desse problema estio descritas em [3], de forma que apenas 0s tépicos
essenciais serdo abordados na seqiiéncia.

(a) O solo € considerado um semi-espago eldstico linear, isétropo e homogéneo e com forgas de volume
desprezadas.
(b)A diregao de deslocamentos compatibilizada e aplicagio de carregamentos & a vertical.
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A contribuigdo do solo nos deslocamentos verticais 4, dos pontos pertecentes 2 interface em anilise pode ser

expressa por uma equagio integral, que relaciona um problema eldstico real a um outro dito fundamental,
conhecida como identidade de Somigliana , isto é:

uy = [ujspydl (n
r

Onde

u;3: € a solugdo fundamental em deslocameato para uma carga unitdria aplicada no ponto-fonte na diregdo
vertical e com resposta no ponto-campo na diregdo vertical indicada no apéndice A4.

P, € aforga de superficie externa aplicada na diregdo vertical.

I" : & uma sub-regifio do contorno do semi-espago onde p 3 estd definido

Embora o problema eléstico fundamental de Mindlin seja perfeitamente aplicdvel ao problema real da interface
placa-superficie do solo, as solugdes fundamentais de Boussinesq, que é um caso particular do primeiro, sdo
mais simples e mais atraentes sob o ponto de vista computacional.

Ao discretizar-se a equagdo (1), passa a ser escrita como:

nel

uy =y, j"§3P3dQ¢1 @
1 Qd

Q,; : é o dominio do elemento de contorno ; nel é o nimero de elementos que compdem o contorno I".

A fungio interpoladora das forgas de superficie p; € admitida variar linearmente no dominio de cada respectivo

clemento de contorno, de forma que podem ser expressas em fungdo dos nés do elemento, no caso de um
«ento triangular como:

1 4] .

py= [51 & 53] pj 3)
Py

5=1-5-§ (3a)

Onde (e, y €3, 53) sdo as cldssicas coordenadas homogéneas; p;, p;, py sdo as forgas de superficie nodais

definidas nos nés do elemento conforme indicados na figura 1.

(0,1.0)

; S
(0,0,1) €y (100 ' i

Figura 1-Coordenadas homogéneas e forgas de superficie ao longo do elemento de contorno.

SISTEMA DE EQUACOES PARA O CONJUNTO ESTACA-SOLO.

O problema abordado nesta sego consiste na interagio das superficies de contato das estacas e o solo. As
hipéteses incorporadas na andlise est3o expostas em [5). Além das apresentadas na segio anterior, algumas outras
hip6teses sdo apresentadas sucintamente na seqiiéncia:

(a)As estacas estdo totalmente imersas em um semi-espago e ndo interferindo na homogeneidade e isotropia do
mesmo.

(b)As estacas tém equagdes constitutivas no regime eldstico linear e suas superficies de contato s#o dsperas .
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O deslocamento vertical # em uma profundidade z de um ponto pertencente a superficie solo-estaca pode ser
expresso mediante a seguinte equagio integral:

np
uy(2)= 2 | uhyrdl, + [uiyoudry, @
i=1 Cot Tai

np : € o niimero de estacas
r,e I‘b ; - $80 0 contorno do fuste ¢ da base da estaca i, respectivamente.

O problema elastico fundamental conveniente a esse caso € o de Mindlin , jd que os pontos campo e fonte
podem localizar-se em quaiquer pontos do semi-espago. Na discretizagio da equagdo integral (4) € utilizado um
inico elemento de contorno linear representando cada estaca. As tensdes de cisathamento sdo aproximadas por
polindmios de segundo grau, necessintando-se , portanto, de trés nds funcionais ao longo do fuste. Apenas um
desses trés n6s localizam-se em uma extremidade do fuste, os demais localizam-se no inicio € término do
segundo terco do comprimento da estaca, portanto, as formas cldssicas das fungbes interpoladoras
unidimensionais quadraticas devem ser alteradas para:

65 6,2 6,3) =[o.s(9;2 ~9¢+2) -9¢*+6¢ 05(9¢ —3;)] ®)

z
== (52)
L
Onde : :
Z: representa a cota de um ponto genérico pertencente i estaca € o comprimento da estaca.

L : é o comprimento da estaca.

Um quarto né adicional € necessdrio incorporar-se na base da estaca, com a finalidade de computar-se a
resisténcia de ponta da estaca. As tensdes normais na base das estacas sdo admitidas com distribuigdo uniforme
na 4rea da mesma. Na figura 2 estdo indicadas as tensBes atuantes na estaca.

| %
Sup. do soto 1
N Tpt
N
| 173 L l
i Tp2
|
;‘_ 173 L T
t Tp3
VI /l ‘\

I,

3
Figura 2- Tensdes atuantes na estacas

SISTEMA DE EQUACOES PARA O CONJUNTO PLACA-GRUPO DE ESTACAS-SOLO

Nesta segdo ¢ analisado o problema quando todos os contribuintes para os deslocamentos verticais.do conjunto
placa-grupo de estacas estdo presentes. A equagdo governante do problema geral pode ser obtida pela
superposigio de efeitos dos casos anteriores, isto é:
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nel np
uy = 2 ju;JPSdgel +2 _[ u33T,dl,; + J";:U.-drb.- ©)
j=tq, i=1 I'”, Ty

Ap6s o célculo das integrais pertencentes a representagio integral dos deslocamentos um sistema de equagdes
algébricas pode ser escrito como:

U=LT @

U ,T : sdo os vetores que contdm os deslocamentos e forgas de superficie nodais discretizados na superficie do

serni-espago e das estacas.
L : 6 a matriz de correlagdo entre U ¢ T .

As linhas da matriz L referente aos trés nés do fuste e 0 quarto da base da estaca k sio representadas por:

U bnu‘ bmp bm,pl bu,pz bm,pS -
Up | by by bepr bep2 by 3 (8)
L3 bn' blp br.pl br,pl br,p3 T2
Uy, bsi bxp b.r.pl b:,pz b:,p.‘! T3
Uys by blp bt,pl bl,pl bt,p} 4
. i M : : ] :

Conforme [3],[5] o sistema algébrico (8), ap6s a incorporagdo das relagdes constitutivas das estacas, pode ser
escrito apenas em fungdo dos deslocamentos do topo da estaca, isto €:

r : 1
Yomi b blnp bm,’l bm,pl bm,ps T P
LY by Y o bep By by LA 10)
u, b, b, v, bop2a b, 7,
up bn‘ b:p b.r,pl \yl b:,y! T3
ur bn‘ blp bt.pl br,pz ‘Pd O'
\Pi =bq,pi _fi (10a)

Onde as fungdes f; sdo explicitadas no anexo Al.

A tensdo no topo de cada estaca ¢ obtida pela carga divisdo da carga total mobilizada pela respectiva estaca
dividida pela drea transversal, isto &:

0 =C 171 +C,7, +C37, +C40 an

Onde os coeficientes C; estdo expressos no apéndice A2.
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Fazendo-se a multplicagdo de cada termo de (11) por sua respectiva linha da inversa de (10) seguida da
combinagio linear entre as linhas, o sistema algébrico pode ser alterado para:

. .
21 apy ap v 4, ay o A |
. .
P2 a; ax a3y g ay || #2
« e
p‘n - atll Qpy ar.m Qpy " a?k :" (12)
& . . « . . X
Ok yy Az Qin L gy || ¥p
'4 - * . * * r
u
9c) |9 4p L @ pk App N*p

Com isso, a dimensado do sistema algébrico inicial é reduzido ficando apenas dependente dos nés discretizados na
interface elemento de unido, topo das estacas e o solo.

Para que as incégnitas do problema sejam determinadas ainda € necessdrio escrever-se a representagio algébrica
que recebe contribuigdo dos pardmetros eldsticos advindos do elemento de unifio do grupo de estacas. Em muitos
casos correntes de engenharia tal elemento tem uma rigidez elevada, obtida através de um mdédulo de
elasticidade finito ¢ de um aumento da espessura até atingir-se a mesma ordem de grandeza das duas outras
dire¢des, portanto, constituindo-se um elemento tridimensional. Neste trabalho a elevagdo da rigidez € obtida no
sentido inverso do anterior, isto é, tem-se o elemento de pequena espessura e com um mdédulo de elasticidade
elevado, portanto, pertencendo a categoria dos elementos de superficie, mais especificamente as placas.

A rigidez elevada confere 2 placa essencialmente movimentos de corpo rigido, de forma que o sistema algébrico
(12) pode ser escrito apenas em fungdo de um deslocamento vertical, isto €:

- . A
2 ay; @ 4y, ag a1
. .
P2 azy ap A2n LT az |1
P a, a a a, a, i1
n al n2 7 nn nk T k
;[T - : I:‘ : a3
k * * * * * 1
Og gy G2 A L3 8y
P . . . . .
Og (951 Gp2 0 Gp, Qe v gy | 1

As incégnitas relativas as reagbes do solo e as tensdes de contato placa-estaca podem ser expressas em fungiio da
somatéria das linhas da matriz L™ do sistema (13), a saber:

Nnos

Py=u, 3 Ly (132)
j=1
Nnos

o,=u, y L (13b)
=

Onde Nnos € o ndmero de nds discretizados na superficie do semi-espago mobilizado.

O deslocamento vertical de corpo rigido %, pode ser escrito em fungdo de matrizes de coeficientes conhecidos

assim como do vetor de forgas de superficie prescritos, que contém o carregamento externo aplicado.
Com isso, ficam determinadas as incGgnitas relativas as reagdes do solo € tensio normal de contato placa-estaca e
através do sistema (13) os deslocamentos sao também determinados.
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INTEGRAGCAO ANALITICA NA ESTACA QUASE-SINGULAR

Um outro aspecto incorporado por este trabalho tange quanto ao tipo de integragdo implementado na anilise,
Este tipo de estudo foi aplicado por [4] 4 andlise de interagfio placa-estaca-solo em casos que as estacas tém
comportamento de corpo de rigido. No presente trabalho a técnica ¢ aplicada em casos de estacas axialmente
flexiveis .

A técnica consiste em resolver as integrais analiticamente, incorporando algumas hipéteses, principalmente, na
ocorréncia de pontos fonte e campo posicionados na mesma estaca e s3o mostradas sucintamente na seqiiéncia.

(a) O elemento de contorno ¢ coincidente com o eixo longitudinal da estaca ¢ as tensdes de cisalhantes atuantes
no fuste em local geométrico formado por um tubo cilindrico com didmetro igual ao da estaca.

A partir dessa hipétese conclui-se que ndo tém singularidades presentes, uma vez que a menor distincia entre o

pontos fonte e campo é o raio da estaca. Com isso, as integrais sobre a estaca podem ser calculadas

analiticamente. Convém notar que quando o ponto fonte estd distante da estaca a ser integrada, a interferéncia do

raio da estaca na distancia final pode ser desprezada e, portanto, tendo o mesmo efeito de tensdes cisalhantes

coincidentes com o eixo longitudinal da estaca.

O primeiro termo de (6) para uma estaca genérica pode ser escrito como:

Jusst dr, =7, [u3s6,,dr, +7, [uis6,.dr, + 1, [u3s6,5ar, (14)
r’ r’ rl' rl'

Cada integral contribuinte ao longo da estaca pode ser expressa em termos de uma fungdo que tem como
argumentos ({2, ¢, ¢ ), que compdem as fungdes interpoladoras (5).

L,

T [us6ymdT, =z, [ £(¢2,¢,cT, (15)
r’

Jusscag= k,c{(k3 +1)In(R, =Ry )+ (k, + 5 )in(R, +R4)+%::——k3 2—:+

i+ nm R —2Rm,(r} +4n}) 2r,,’Rmz =320} — 2R}

2 +
2 2 152 2p4
R, 1, R; r,R;

(16)

[uss¢ dt =k, {k,[Rl +7 In{Ry — Ry )]+ k37, In(R, + R, )+ 7, In(R, — Ry )+

2 2 2 2
—-rlemn, - rEemm+
k,[Rz—nzln(R2+R4)]+R,li1—-—-—~—~“ L }»kst[l-k—*" "I‘:’ "’J+

2 2
Rl 2

zr.ffhnz -rtm -mm -0 +2r,,“mrh —5rtnf —13rkmn; ~r2ni +amnd +ant .
rIR, 2R3

2
_r‘Rz (—ro‘rhrh +14r) 0} + 13k mn3 +13e2nf + 80} +87/f)—4n2 ln(R2 +R, )} an
o
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+

(2nj-3r2)
Jusn¢? ag =ky{-2m,R, +k731n (R, -, ](”"2""2)[(1(2 v, )R, R ) ] ’

rlm +"az772 _7717722 “7723]+

k
—22 [(r/, =3, )R, + (202 =12 )ln(R2 +R, )]+—RZI [(771 +3m,)+2 &7
1

s ol (m -3n )+2r.frh Rl mnE | nE o =Sy e mny | kaRy (
2 2 1 2 Rzz rasz 2 1
(617 + 285!y} — 29nn} — 2507 mym} - 250275 — 8y - 8]
+

6
311 ) + Ry| 67,717, + 2 =

6 4. .2 4.3 2, 4 2.5 3 7
rSn, —r +12r} 03 + 251 +9r, 15 ~4 -4
[2 S, = Tr) mng + 120} Ml + 9% 1 ~4mm; —4m, }—36172’ in(R, +R4)} (18)

R}

Onde 7, ,7m, sdo as coordenadas cartesianas da profundidade dos pontos fonte e campo, respectivamente.

¢ € o termo independente das fungdes interpoladoras das tensdes cisalhantes dadas em (5).
r,, Ry,R,, Rj, kg, k, k; sfo expressos no apéndice A3.

EXEMPLOS NUMERICOS

Os problemas que foram submetidos a um analise numérica para este trabalho constam de dois grupos de estacas
contendo quatro no primeiro e duas estacas no segundo. Os resuitados s3o apresentados em termos de um
parimetro A que expressa uma rigidez adimensional e em fungfio de uma relagio o envolvendo o
carregamento aplicado e as constantes eldsticas do solo e as caracteristicas geométricas da estaca dados por:

A= G" (19)
3

Onde E, , D, W sdo o médulo de elasticidade longitudinal ,didmetro da estaca e o deslocamento vertical no

topo da estaca, respectivamente.
G, , P sdo o méduio de elasticidade transversal do solo e o carregamento aplicado no conjunto.

As dimensoes da placa de unido juntamente com a locagdo das estacas na mesma estdo indicadas na figura 3.

@ @ Dt
S ©

X

[ (.

jooresie I [
| |

1——511——‘ [—25D—f

Figura3 -Dimensdes das placas de unido e locagiio das estacas nas mesmas.
Os resultados da anélise estio indicados nas figuras 4 e 5.
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Figura 4- Relagdo carga-deslocamento para um grupo com quatro estacas.
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Figura 5- Relagdo carga-destocamento para um grupo com duas estacas,
CONCLUSOES

Uma formulaggio para problemas ,em regime eldstico linear, envolvendo a interagdio de estacas flexiveis capeadas
por uma placa rigida utilizando o método dos elementos de contorno & apresentada. Uma das vantagens da
formulagdo € incorporar o comportamento da flexibilidade da estaca utilizando apenas um elemento linear com 4
pontos nodais, o que promove um menor esforgo e tempo de resolugdo problema.
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APENDICE Al

8
fa =Ky
2
K, = 2L
E,R,
K - L
E,

Onde L, E, sdo o comprimento e médulo de elasticidade longitudinal da estaca, respectivamente.

P p! g 1%
1 assume os valores 0, 1/3, 2/3, 1 quando o ponto fonte estiver sobre o0s 3 nés do fuste e sobre o né da base,
respectivamente.

APENDICE A2

L 3L

Cl:E—K:’ C,=0, C3:2—Rb—, Cy=1

Onde L, R, sdo o comprimento e o raio da base da estaca, respectivamente.

APENDICE A3

T =Xip = Xig s =123

Ry =(ryr; )%, =123
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R3 SX3s —X3p5

Ry=x3 +X3,

.2 2 2V2,
Ry =(ri +7] +R4)}/,
1A =(’i"")% s =125

1
" 167G(1-v)’

kl
ky=8(1-v)’ - (3-4v);
ky=3-4v

Onde x;, , X, so as coordenadas cartesianas nas trés diregSes dos pontos fonte e campo, respectivamente.
G, v sdo o médulo de elasticidade transversal e o coeficiente de Poisson do solo, respectivamente.

APENDICE A4

A solugiio fundamental em deslocamentos para uma carga unitdria aplicada na coordenada cartesiana, segundo a
diregdo vertical 7);, do ponto fonte e com resposta , na diregdo vertical 77, no ponto campo, ¢ dada por:

. 1-v
"33=2

—_— Boussinesq);
nGr, ( D

2 2
u;3=kl[k_3+fg_+R_3+k3R42'27h’h+677177§R3

(Mindlin)
R, R, R} R} R; ]

Onde as constantes estdo indicadas no apéndice A3.




