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o problema da intera~iio placa-estaca-solo. em uma analise elastico linear, e representado pelo
metodo dos elementos de contorno. A superficie do semi-espa~o mobilizada do problema e
discretizada em elementos triangulares, onde as rea~oes do solo no domfnio do elemento de
contorno siio aproximadas por uma fun~iio interpoladora linear. As estacas tern rigidez axial finita
e cada uma delas e representada por urn unico elemento de contorno linear. no qual esUio
discretizados 4 pontos nodais. A tensiio cisalhante, que age no fuste, e assumida ter uma
distribui~iio quadratica. A tensiio normal, que age na base da estaca. e assumida ter distribui~iio
uniforme na area da mesma. A placa de uniiio, que capeia 0 topo das estacas, e assumido ter apenas
movimento de corpo rfgido.

The problem of plate-pile-soil interaction. under linear elastic analysis, is represented by
Boundary Element Method. The mobilized surface of half space of problem is discretized into
triangular elements where the subgrade reactions on domain of boundary element are
approximated by linear function. The piles have a finite axial rigidy that are discretized four
nodal points. The shear stress that acts along the shaft is assumed to have a quadratic distribuition.
The normal stress that acts on the tip of pile is assumed to have an uniform distribuition on its
area. The union bending plate that caps the top of pile is assumed to have only rigid body
moviment.

A analise te6rica do problema envolvendo a intera~iio do grupo de estacas com 0 solo tern sido feita envolvendo
diversas metodologias, dentre elas. tem-se [I] onde a contribui~iio das estacas e obtida por superposi~iio elastica
da influencia de todas as estacas tomadas duas a duns.
[2] utiliza as equ~i5es de Mindlin para obter a contribui~iio de cada estaca no grupo ligado a uma placa de uniiio
rfgida. [3] estende 0 trabalho de [2] incorporando a analise de placa de uniiio flexfvel ligada a estacas rfgidas
utilizando 0 metodo dos elementos de contorno. Em [4]-[5] encontram-se extensoes [3] introduzindo,
principalmente. 0 efeito da flexibilidade axial das estacas no conjunto.
Este trabalho mantem as hip6teses utilizadas em [4] e analisa problemas de intera~iio de grupos de estacas
flexfveis solidarizados por uma placa de uniiio rfgida com 0 semi-espa~o utilizando 0 metodo dos elementos de
contorno.

o plano que contem a interface entre 0 elemento de uniiio do grupo de estacas e 0 solo e estudado nesta se~iio.
As hip6teses admitidas na analise desse problema estiio descritas em [3], de forma que apenas os t6picos
essenciais seriio abordados na sequencia.

(a) 0 solo e considerado urn semi-espa~o elastico linear, is6tropo e homogeneo e com for~as de volume
desprezadas.
(b)A dir~iio de deslocamentos compatibilizada e aplica~iio de carregamentos e a vertical.



A contribui<;ao do solo nos deslocamentos verticais u3 dos pontos pertecentes a interface em analise pode ser
expressa por uma equa<;ao integral, que relaciona urn problema elastico real a urn outro dito fundamental,
conhecida como identidade de Somigliana , isto e:

Onde

U;3: e a solu<;ao fundamental em deslocamento para uma carga unitaria aplicada no ponto-fonte na dire<;ao
vertical e com resposta no ponto-campo na dire<;aovertical indicada no apendice A4.
p 3 : e a for<;ade superffcie externa aplicada na dire<;aovertical.

r :e uma sub-regiao do contorno do semi-espa<;oonde P3 esta definido

Embora 0 problema ehistico fundamental de Mindlin seja perfeitamente aplieavel ao problema real da interface
placa-superffcie do solo, as solu<;oes fundamentais de Boussinesq, que e urn caso particular do primeiro, sao
mais simples e mais atraentes sob 0 ponto de vista computacional.
Ao discretizar-se a equa<;ao(I), passa a ser escrita como:

net

U3 =L f ui3P3dnet
1 Qel

n" :e 0 dominio do elemento de contorno ; nel e 0 numero de elementos que compoem 0 contorno r .

A fun<;aointerpoladora das for<;asde superficie P3 e admitida variar linearmente no dominio de cada respectivo
e1e',.,ento de contorno, de forma que podem ser expressas em fun<;ao dos n6s do elemento, no caso de urn

:ento triangular como:

Onde (£\. £2' £3) sao as classicas coordenadas homogeneas; Pi. Pi' Pk sao as for<;asde superffcie nodais

definidas nos n6s do elemento conforme indicados na figura 1.

~.
i~J

(0,0,1) e, (1,0,0)

o problema abordado nesta se<;ao consiste na intera<;ao das superficies de contato das estacas e 0 solo. As
hip6teses incorporadas na analise estao expostas em [5]. Alem das apresentadas na se<;aoanterior, algumas outras
hip6teses sao apresentadas sucintamente na seqUencia:
(a)As estacas estao totalmente imersas em urn semi-espa<;o e nao interferindo na homogeneidade e isotropia do
mesmo.
(b)As estacas tern equa<;oesconstitutivas no regime elastico linear e suas superficies de contato sao asperas .



o deslocamento vertical u em uma profundidade z de urn ponto pertencente 11superffcie solo-estaca pode ser
expresso mediante a seguinte equa~ao integral:

np : e 0 ndmero de estacas

rpi e rhi : sac 0 contorno do fuste e da base da estaca i, respectivamente,

o problema elastico fundamental conveniente a esse caso e 0 de Mindlin, ja que os pontos campo e fonte
podem localizar-se em quaiquer pontos do semi-espa~o. Na discretiza~ao da equa~ao integral (4) e utilizado urn
dnieo elemento de contorno linear representando cada estaca. As tensoes de cisalhamento sao aproximadas por
polinomios de segundo grau, necessintando-se , portanto, de tres nos funcionais ao longo do fuste. Apenas urn
desses Ires nos localizam-se em uma extremidade do fuste, os demais localizam-se no infcio e termino do
segundo ter~o do comprimento da estaca, portanto, as formas classicas das fun~oes interpoladoras
unidimensionais quadraticas devem ser alteradas para:

Onde:
Z: representa a cota de urn ponto generico pertencente 11 estaca e "comprimento da estaca.
L :e 0 comprimento da estaca.

Urn quarto no adicional e necessario incorporar-se na base da estaca, com a finalidade de computar-se a
resistencia de ponta da estaca. As tensoes normais na base das estacas sao admitidas com distribui~iio uniforme
na area da mesma. Na figura 2 estiio indicadas as tensoes atuantes na estaca.
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Figura 2- Tensoes atuantes na estacas

Nesta sellao ISanalisado 0 problema quando todos os contribuintes para os deslocamentos verticaisdo conjunto
placa-grupo de estacas estiio presentes. A equa~iio governante do problema geral pode ser obtida pela
superposi~iio de efeitos dos casos anteriores, isto e:



Ap6s 0 calculo das integrais pertencentes a representa~ao integral des deslocamentos urn sistema de equ~oes
algebricas pode ser escrito como:

U ,T : sac os vetores que cont8m os deslocamentos e for~as de superffcie nodais discretizados na superficie do

semi-esp~o e das estacas.
L :e a matriz de correla~ao entre U e T .- - -

Umi bmi bmp bm•pl bm,p' bm,p3 Pmi

up b.i b.p b ••pl b••p' b.,p3 "I
upl bri brp br,p! br,p' br,P3 '"
up, hs; b,p b"pl b"p, b"p3 "3
up3 b. blp bl,pl bl,p, bl,P3 CT

Conforme [3],[5] 0 sistema algebrico (8), ap6s a incorpora~ao das rela~oes constitutivas das estacas, pode ser
escrito apenas em fun~ao dos deslocamentos do topo da estaca, isto e:

Uml bill; bmp blll.,1 b".,p2 blll"J
...

Pm'

Up hfi '1'1 b.,pl b"p2 b.,pJ '"
Up bri brp '1', h,."l br,,] t',
Up bsi b,p bs,,1 'I'J bs,pJ t'J

Up b. b,p bt"l b"p' '1'. 0'

A tensao no tope de cada estaca e obtida pela carga divisao da carga total mobilizada pela respectiva estaca
dividida pela area transversal, isto e:



Fazendo-se a multplica~ao de cada termo de (II) por sua respectiva Iinha da inversa de (10) seguida da
combina~ao linear entre as linhas, 0 sistema algebrico pode ser alterado para:

PI all au al• a;k a;p "l

P2 an an a2• a;k a;l "2

P. ani a.2 a•• a~ a;1 u.
(12)

a; a;1 a;2 .
a~ aZp k

akn IIp

o'P a;1 a;2 a;,. a;k a;p uP
E p

Com isso, a dimensao do sislema algebrico inicial 15 reduzido ficando apenas dependente dos n6s discretizados na
interface elemento de uniao, topo das estacas e 0 solo.
Para que as incognitas do problema sejam determinadas ainda 15 necessario escrever-se a representa~ao algebrica
que recebe contribui~ao dos parametros elastic os advindos do elemento de uniao do grupo de estacas. Em muitos
casos correntes de engenharia tal elemento tern uma rigidez elevada, obtida atraves de urn m6dulo de
elasticidade finito e de urn aumento da espessura ate atingir-se a mesma ordem de grandeza das duas outras
dire~oes, portanto, constituindo-se urn elemento tridimensional. Neste trabalho a eleva~ao da rigidez 15 obtida no
sentido inverso do anterior, isto 15, tem-se 0 elemento de pequena espessura e com urn mOdulo de elasticidade
elevado, portanto, pertencendo a categoria dos elementos de superffcie, mais especificamente as placas.
A rigidez elevada confere a placa essencialmente movimentos de corpo rfgido, de forma que 0 sistema a1gebrico
(12) pode ser escrito apenas em fun~ao de urn deslocamento vertical, isto 15:

PI all al2 al• a;1 a;p
P2 an a22 a2. a;1 ail

P. a.1 a.2 a •• a~ a;1
(13)= up

a; a;1 a;:z
.

a~ aZpak.

a; a;1 a;2 a;1I a;k a;p
As inc6gnitas relativas as rea~Oesdo solo e as tensoes de contato placa-estaca podem ser expressas em fun~ao da
somat6ria das Iinhas da matriz L-I do sistema (13), a saber:

N"OI
Pm =Up LL;;J

j=1

Nnos

a, =up LL;/
j=1

o deslocamento vertical de corpo rfgido up pode ser escrito em fun~ao de matrizes de coeficientes conhecidos

assim como do vetor de for~as de superffcie prescritos, que contem 0 carregamento externo aplicado.
Com isso, ficam determinadas as incognitas relativas as rea~oes do solo e tensao normal de contato placa-estaca e
atraves do sistema (13) os deslocamentos san tambem determinados.



Urn outro aspecto incorporado por este trabalho tange quanto ao tipo de integra~ao implementado na analise.
Este tipo de estudo foi aplicado por [4] it analise de intera~ao placa-estaca-solo em casos que as estacas tern
comportamento de corpo de rfgido. No presente trabalho a tecnica e aplicada em casos de estacas axialmente
f1exfveis.
A tecnica consiste em resolver as integrais analiticamente, incorporando algumas hip6teses, principalmente, na
ocorrencia de pontos fonte e campo posicionados na mesma estaca e sao mostradas sucintamente na seqUencia.

(a) a elernento de contorno e coincidente com 0 eixo longitudinal da estaca e as tens6es de cisalhantes atuantes
no fuste em local geometrico formado por urn tubo cilfndrico com diiimetro igual ao da estaca.

A partir dessa hip6tese conclui-se que nao tern singularidades presentes, uma vez que a menor distiincia entre 0

pontos fonte e campo e 0 raio da estaca. Com isso, as integrais sobre a estaca podem ser calculadas
analiticamente. Convem notar que quando 0 ponto fonte esta distante da estaca a ser integrada, a interferencia do
raio da estaca na distiincia final pode ser desprezada e, portanto, tendo 0 mesmo efeito de tensoes cisalhantes
coincidentes com 0 eixo longitudinal da estaca.

f U;3t" drp = t"1f u;38p1dr p + t"2 f 1I;38p2drp + t"3 f 1I;38p3dr p
r, r, rl' rl"

Cada integral contribuinte ao longo da estaca pode ser expressa em termos de uma fun~ao que tern como
argumentos «(2, (, c ) , que comp6ern as fun~oes interpoladoras (5).

t"m f U;38pmdr p =t"m f f((2 , (,c ~ p
r, r,

f u~( d(=kl{k3[R1 +Th In(R1 -R3)]+k31721n(R2 +R4)+1721n(RI-R3)+

[
-~+~~-~] [~+~~+~]k2[R2 -172In(R2 +R4)]+R1 1- Rf +k3R2 1+ Ri +

T;~172 -T.217i-171171-17: T.4171172-5T.417; -13T.2171171-T•217: +417117:+417:
2 2 +2 2 3 +

T.R2 T.R2

+(-T.4171172+ 14T.417; + 13T.2171171+ 13T.217: + 817117i+817:)-4172 In(R2 +R4)}
T. R2



Onde 711,71z SaDas coordenadas cartesianas da profundidade dos pontos fonte e campo, respectivamente.
ceo termo independente das fun<;oesinterpoladoras das tensoes cisalhantes dadas em (5).
To' R1 ,Rz, R3 , kt, kz k3 sao expressos no apendice A3.

Os problemas que foram submetidos a urn analise numeric a para este trabalho constam de dois grupos de estacas
contendo quatro no primeiro e duas estacas no segundo. Os resultados saD apresentados em termos de urn
parfunetro ,1, que expressa uma rigidez adimensional e em fun<;ao de uma rela<;ao a envolvendo 0

carregamento aplicado e as constantes elasticas do solo e as caracteristicas geometricas da estaca dados por:

Ep,1,=-
G,

p
a=---

G,WD

Onde E p , D, W SaD0 m6dulo de elasticidade longitudinal ,diimetro da estaca e 0 deslocamento vertical no

topo da estaca, respectivamente.
G, , P sao 0 m6dulo de elasticidade transversal do solo e 0 carregamento aplicado no conjunto.
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Figura3 -Dimensoes das placas de uniao e loca<;aodas estacas nas mesmas.
Os resultados da analise estao indicados nas figuras 4 e 5.
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Uma formul~iio para problemas ,em regime ellistico linear, envolvendo a intera~ao de estacas flexfveis capeadas
por uma placa rfgida utilizando 0 metodo dos elementos de contorno e apresentada. Uma das vantagens da
formul~ao e incorporar 0 comportamento da flexibilidade da estaca utilizando apenas urn elemento linear com 4
pontos nodais, 0 que promove urn menor esfor~o e tempo de resolu~ao problema.
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Onde L, Ep sao 0 comprimento e m6dulo de elasticidade longitudinal da estaca. respectivamente.
11 assume os valores O. 1/3. 2/3. I quando 0 ponto fonte estiver sobre os 3 n6s do fuste e sobre 0 n6 da base.
respectivamente.



R -(T2+T2+R2\~.2-124/-'

To = ('iri)X, 1=1,2 ;

k _ 1 .
1 - I6J!G(I- V)'

Onde Xip , Xis sao as coordenadas cartesianas nas Ires direc;5esdos pontos fonte e campo, respectivamente.
G, V sao 0 m6dulo de elasticidade transversal e 0 coeficiente de Poisson do solo, respectivamente.

A soluc;ao fundamental em deslocamentos para uma carga unitaria aplicada na coordenada cartesiana, segundo a
direc;aovertical 771'do ponto fonte e com resposta , na direc;aovertical 772'no ponto campo, e dada por:

• I-v
"33 =--- ( Boussinesq);

2"G To


