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Se presenta un modelo de elemento de barra para anaIisis estatico y dinamico de p6rticos de
hormig6n arm ado sismorresistentes, compuesto por subelementos conectados en serie. Uno de-
scribe el comportamiento elastoplastico de la barra, con gradual extensi6n de la zona plastificada
en los extremos. Otro modela la rotaci6n concentrada que Beproduce en la interfaz barra-nudo.
Se implement6 una variante del metodo de :\"ewton-Raphson para solucionar el problema no
lineal.

Se muestran dos ejemplos de vaIidaci6n. En el primero, comparando con resultados de otro
elemento de barra y de elementos finitas bidimensionales, y en el segundo ejemplo se evahia la
importancia de la rotaci6n concentrada y se verifica con \'alores experimentales.

A beam model for nonlinear static and dynamic analysis of seismic r/c frames is presented,
which is composed by subelements connected in series. One describes the inelastic behavior
of the member with gradual spread of plastic regions at the member ends. Other models the
fixed-end rotation that arises at the beam-joint interface. A special form of the :\"ewton-Raphson
method is implemented to solve the nonlinear problem.

Two examples for validation are shown. In the first the results are compared with other beam
element and bidimensional finite elements, and in the second example the importance of the
fixed-end rotation is evaluated, and the results are checked from experimental information.

En el proyecto de estructuras sismorresistentes, en general, Be acepta por razones econ6micas
que bajo la acci6n de sismos severos, incursionen marcadamente en el campo inelastico. En
consecuencia para analizar la respuesta resulta necesario contar con modelos matematicos no
lineales, capaces de representar ciclos reversibles debido a acciones dinamicas.

Para el caso de p6rticos sismorresistentes en las tlltimas tres decadas se ha investigado acti-
vamente en la btlsqueda de modelos que satisfagan las dos condiciones, diffciles de conciliar,
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precisi6n 0 realismo y aplicabilidad, con insumo de tiempo de computaci6n razonable, para
estructuras de dimensiones corrientes. Un resumen de esta actividad se encuentra en [1,2J.

En particular el modelo presentado en [3J, consistente en un elemento de barra basado en la
teorla general de la plasticidad, resulta eficiente para analizar estructuras usuales, pudiendo
representar confiablemente efectos dinamicos cfclicos con endurecimiento 0 ablandamiento.

En este trabajo se presenta un modelo de barra para p6rticos sismorresistentes de hormig6n
armado, basado en [1,21, que sin perder practicidad, supera al anteriormente mencionado en
dos aspectos: (a) En la descripci6n del comportamiento elastoplastico de la barra de hormig6n
armado tiene en cuenta el caracter variable de las longitudes de los extremos del elemento, que
dependiendo de la historia de carga, participan del comportamiento no lineal, y (b) Incorpora
la contribuci6n en la respuesta de la rotaci6n concentrada en la interfaz barra-nudo producida
por deterioro del anclaje y deslizamiento de las armaduras ancladas en la zona del nudo.

Un subelemento model a el comportamiento elastoplastico de la barra y otro, conectado en serie
con el anterior, aporta a la respuesta la contribuci6n de la mencionada rotaci6n concentrada.
Una variante del metodo de Newton-Raphson fue implementado para solucionar el problema no
lineal.

Se presentan dos ejemplos de validaci6n. Uno de ellos consiste en un analisis numerico compa-
rativo entre las predicciones de oos elementos de barra, [31 y el presentado en este trabajo, y un
modelo de elementos finitos bidimelL~ionaies [4,5,6], cuyas caracterfsticas principales se resumen
tam bien en este trabajo, aplicados a una mensula de hormig6n armado sismorresistente con
desplazamiento impuesto en forma monot6nica en el extrema libre.

En el otro ejemplo se analiza 180 respuesta de un subensamble viga-columna bajo deformaciones
ciclicas reversibles, comparando las predicciones del modelo matematico con resultados experi-
mentales, y prestando atenci6n a la infiuencia de 180 rotaci6n concentrada en la interfaz barra-
nudo.
Se puede seiialar como una de las Iimitaciones del modelo, para un futuro perfeccionamiento,
que las relaciones constitutivas se deducen para un valor fijo del esfuerzo normal.

Para representar 108 diferentes mecanismos que contribuyen al comportamiento histeretico de
las regiones criticas en miembros de hormigon armado, el elemento se descompone en varios
subelementos [IJ como se muestra en la fig.I.

* Subelemento elasto-plastico : representa el comportamiento elastico de la barra y la
respuesta no lineal de las regiones extremas, con longitud variable dependiendo de Ia historia de
carga.

* Subelemento conexi6n : caracteriza la rotacion concentrada que se produce en la interfaz
barra nudo por deterioro del anclaje y deslizamiento de armaduras ancladas en el nudo.

* Subelemento corte: describe la distorsion por corte en las regiones criticas de Ia barra y
el deslizamiento por corte en la interfaz barra nudo. No es utilizado en este trabajo.

Subelemento elasto plastico

En la fig.2 se presenta el subelemento elasto-plastico con la definicion de las longitudes de las
zonas plasticas en los extremos. La rigidez El se asume como promedio entre las rigideces para
JI- y Ar ,y a su vez entre las correspondientes a las secciones extremas de la barra.

Las hip6tesis fundamentales son: (a) EI estado de toda la zona plastica esta gobernado por el
estado de 180 seccion extrema, en cuanto a si esta en carga, descarga 0 recarga. (b) La rigidez
de la zona plastica se representa por una rigidez promedio efectiva pEl , la cual depende de la
secci6n extrema.



Subelemento elastopl.istico
+
Subelemento cone<i6n

+
SUbelemento corte

Esto significa que hay que seguir la historia moment~curvatura soto de tas dos secciones extremas
de la barra. y ademas la matriz de rigidez resultante es slmetriea.

Tambien en la fig.2 se muestra la relaci6n momento-curvatura utilizada, con el esquema de
descarga y reearga que sigue el modelo de Clough [1]. Los parametros Aly, ]I.[m, EI, h, s en
sentido positivo y negativo se calc ulan a partir de rectificar la verdadera relacion ]1.[ -(f) obtenida
de un refinado analisis previo de la seccion, con principios basieos y ecuaciones eonstitutivas
realistas para los materiales [71. Se define una curVa Al - (f) para eada secci6n extrema de la
barra, para un esfuerzo normal eonstante, igual al produeido par las eargas gravitatorias.

Basado en el modelo histeretico de la fig.2, los faetares de rigidez Pi, Pi asumen los siguientes
valores : a) elastico: P = 1, b) endurecimiento: P = h, c) ablandamiento: P = s Y
Zj = lp longitud earacteristica ~ 0.75 d, d) descarga: p = 1 , e) reearga: P = 2 / (l/r + 1),
que se obtiene de promediar la rigidez de la seccion extrema y la elastica del final de la zona
plastificada.

La flexibilidad del subelemento resulta :

p·EI E p·EIit I: I :=tj
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..lp.l) = fax ..IN

fll = 6iI [2 + 2 AI; (1 - (1 - ~;)3) + 2 'Yj ~J]
!I2 = hI = 6iI [-1 - 'Yd3~?- 2~;) - 'Yj (3~; - 2~J)]
122= 6iI [2+2Alj (1- (1_~))3) + 2 "Ii ~n

Z; z 1 1
donde ~i = -L ' ~j = L) , "Ii = - - 1, 'Yj = - - 1
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Subelemento conexi6n

El modelo propuesto consiste en resortes rotacionales ubicados en cada extremo, conectados por
una barra rfgida para formar' el subelemento conexi6n, fig.3.

La relaci6n momento-rotaci6n de cada resorte se obtiene utilizando un modelo detallado [8], que
tiene en cuenta la geometrfa y disposici6n de armaduras en el nudo del p6rtico, y ecuaciones
constitutivas con efecto clclico para el hormig6n, acero y adherencia. La rectificaci6n da origen
a la relaci6n 111 - () mostrada en la fig.3.

Si bien no se tiene en cuenta la interacci6n entre una cara y otra, en un nudo interior, en forma
explicita durante el anaJisis, la curva envolvente de ,'vI - () sf fue obtenida del anaJisis completo
de la conexi6n. Estas curvas envolvelltes depellden, de todas formas, de la historia de carga que
no es conocida previamente. Sin embargo esta depelldencia s610 se hace importante cuando se
prod uce fuerte deterioro del anclaje.

El esfuerzo normal se supone constante y su influencia se manifiesta con el estrangulamiento de
la rama de descarga, ademas de los parametros de la curva envolvente.
La f1exibilidad del subelemento resulta



Rigidez del superelemento
Se suman las flexibilidades de los subelementos, luego se invierte y se expande a los clasicos 6
grados de libertad de la barra en el plano. Esta matriz de rigidez esta referida a la cuerda de Ia
zona deformable del elemento.

Finalmente por medio de transformaciones geometricas se consideran los extremos rfgidos,
obteniendose la matriz de rigidez del superelemento.

Para solucionar el problema no lineal en forma iterativa dentro de cada escal6n de carga 6 paso
de tiempo en un problema dinamico, se utiliza una variante del metodo de :-;ewton-Raphson.
Consiste basicamente en calcular, en cada iteraci6n, el incremento de desplazamientos a partir
del inicio del paso [1,:2], evaluando para ello un vector de fuerzas iniciales como muestra la
figA(a).

En el esquema clasico para cada incremento flUk se calculan las fuerzas internas flFik , y can
las fuerzas de desequilibrio 6.Pi - flFik se evaltia un nuevo incremento 6.uk-1 que se adiciona
aI anterior. EI problema es que para el superelemento, dado un incremento 6.ui , no se puede
evaluar flF; mientras haya desequilibrio interno entre los subelementos, que se produce debido
a sus diferentes reglas de histeresis. EI proceso se puede resumir de la siguiente manera:

Con ..lu7 se calcula 6.1\[ E en extremos de la barra. que por equilibrio es el mismo para todos
lOB subelementos. Con ,:::>.\1E se obtiene 6.oep, 6.Bcan y con las relaciones constitutivas se
determina 6.m R ep' flm R can· Sino son iguales a 6..\[ E entonces se evaltia 6.mo ep, 6.mo can,
ver figA( b), que contribuyen aI vector de momentos iniciales del elemento :

~--1-----
A¢

Figura -! : (a) Esquema iterativo de :-;ewton-Raphson con fuerzas iniciales
(b) Evaluaci6n de fuerzas internas y momentos iniciales en subelementos
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automatica del escal6n de carga 6 paso de tiempo para solucionar problemas de convergencia.

MODELACION CONSTITUTIVA PARA ANALISIS BIDIMENSIONAL DE
ELEMENTOS DE HORMIGON ARMADO

En el analisiB bidlmensional de elementos de hormig6n armado que se llev6 a cabo en el presente
trabajo se consideraron formulaeiones constitutivas elastoplasticas tanto para la armadura como
para el hormig6n. EI modelo para la armadura est&.basado en el criterio de fluencia de Von Mises
con ablandamiento lineal is6tropo en el regimen de pospico. En la implementaei6n numerica de
este modele se utiliz6 la matriz de rigidez algoritmica 0 consistente a fin de garantizar una tasa
de convergencia cuadratica.
La formulaei6n constitutiva para hormig6n usada en el estudio computaeional bidimensional, el
Modelo Extendido de Leon (MEL), se basa en la teoria del flujo no-asociado de la plasticidad. EI
mismo incluye una formulaci6n isotr6pica de endurecimiento y de ablandamiento en el regimen
de pre- y de pospico respectivamente, ver Etse y Willam (1994) [4J.

La ecuaei6n que caracteriza la superficie de fiuencia del Modelo Extendido de Leon tanto en el
regimen de endurecimiento como en el de ablandamiento es,

F = [(1 - k) (0' + pg(O))2 + pg(O) !'!.] 2 + k
2
m (0' + pg(O)) _ k2c = 0 (6)

f; J6 f~V2 f~ J6

donde f~ representa la resistencia uniaxial de compresi6n y la funci6n 9 = g(O) describe la
variaei6n de la resiBtencia deviat6rica p = p( 0) como una funci6n del angulo de Lode, en analogia
con la aproximaei6n elfptica del Modelo de 5 Parametros de Willam y Warnke (1974). Las
diferentes superficies de carga en el regimen de endurecimiento plastico son generadas por el
paranletro escalar k(/'ih) que varia entre 0.1 y 1.0, mientras c(O'Il y m,los parametros de cohesi6n
y fricci6n respectivamente, permanecen constantes. La variaci6n de k esta definida de forma tal
de lograr un comportamiento de endurecimiento que sea sensible al nivel de confinamiento de
tensiones existente en el hormig6n.

EI regimen de ablandamiento se aetiva cuando el estado de tensiones que aetiva el compor-
tamiento elastoplastico est&.caraeterizado por un nivel de presi6n hidrostatica (0 confinamiento)
inferior al correspondiente al punta de transici6n (PT) que define ellfmite entre la zona de falla
fragil y la de falla ductil. La presi6n hidrostatica del PT se la determina a partir de resulta-
dos experimentales de ensayos de compresi6n triaxial de pro betas cilindricas de hormig6n, bajo
diferentes niveles de confinamiento. La formulaei6n de ablandamiento del Modelo Extendido
de Leon esta basada en conceptos de energia de fractura. Dicha formulaei6n conduce a una
redefinici6n de la relaci6n local CT - f en terminos de propiedades fundamentales del proceso de
fractura representada por los parametros CTf y /'if que definen la tensi6n de fraetura y Ia apertura
de fisuras, respectivamente. /'if, es decir la apertura de fisuras, es definida como funci6n de la
energia liberada por fractura, que varia fuertemente de acuerdo al tipo de ll.blandll.miento que
se Heva a cabo, ya sea bajo tracci6n simple 0 bajo compresi6n triaxial con bajo 0 alto aivel de
confinamiento lateral.

EI modelo para hormig6n en este estudio utiliza una ley de flujo no asociada. En este sentido el
potencial plastico Q = Q(O',p,O) es formulado sobre la base de una modificaei6n volumetrica de
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Figura 5: a) Mensula con desplaz. impuestos. b) Secci6n y relaci6n ,\{ - ([)para armaduras
s/LC.103. c) Secci6n y relaci6n AI - <1J para armaduras convencionales.

la condici6n de fluencia. ver Etse y \Villam (1994) [4]. 10. cual permite reproducir la dilataci6n
del hormig6n en el regimen de bajo confinamiento.

La capacidad del Modelo Extendido de Leon para predecir el comportarni~nto del hormig6n bajo
estados de carga arbitrarios fue ya analizada y verificada sucesivamente, ver entre otros Etse
(1997) [5], y Etse y Willanl (1996) [61.

Ejemplo 1

Es una mensula de hormig6n armado sismorresistente. con desplazamientos impuestos aplicados
en el extremo Iibre en forma mon6tona creciente, ver fig.5(a),

EI estudio se realiza para dos disposiciones de armaduras : una de acuerdo a las prescripciones
del reglamento I:\PRES-CIRSOC 103 Y otra con armaduras convencionales, ver figs.5(b) y (c).
En dichas figuras tarnbien se indican las relaciones momento-curvatura rectificadas del analisis
detallado de la secci6n.

Se resolvi6 la estructura utilizando dos tipos de elementos de barra, uno basado en 11.1. teorfa de
plasticidad [31,identificado como tipo 2, y el presentado I'n este trabajo, identificado como tipo
4, sin tener en cuenta la rotaci6n concentrada, a los efectos comparativos. Tambien se analiz6
con el modelo de elementos finitos bidimensionales deseripto en el apartado anterior.

Los resultados se muestran en las figs.6(a) y (b). De la comparaci6n entre los dos tipos de
elementos de barra. se observa: El comportamiento elastico es identico. En la etapa de
endurecimiento la progresiva extensi6n de la zona plastificada tenida en cnenta en el elem. tipo
4, conduce a una gradual perdida de rigidez, logrando una respuesta similar a la del modelo
bidimensional. y originando diferenclas importantes de desplazarnientos con el elem. tipo:2 para
el mismo nh'el de fuerza. Para el caso de 11.1. fig.ti(a) en la ultima etapa de endurecimiento, Y
cuando la zona plastificada del elem. tipo 4 alcanz6 valores iguales a mayores que la longitud
caracterfstica del elem. tipo 2, los resultados de ambos modelos practicamente coinciden, Para
el caso de 11.1. fig.6(b), 11.1. mayor rigidez del elem. tipo 4 en 10. pequeiia etapa de endurecimiento,
origina que se alcance el momenta maximo y la posterior etapa de ablandarniento, para valores



menores de desplazamiento que en el elem. tipo 2. Luego las dos ramas de ablandamiento son
paralelas debido a que en ambos casos se utiliza la misma longitud caracterfstica (longitud de
r6tula plastica equivalente).

La comparaci6n entre los resultados de elementos de barra y elementos finitos bidimensionales
muestra un buen acuerdo global. Con el modelo de barra no se representa el cambio de rigidez en
la etapa "elastica" por fisuraci6n del hormig6n, debido a la rectificaci6n de la relaci6n momento-
curvatura. hecho que sf se observa con elementos bidimensionales. Para el caso de la fig.6(a),
con endurecimiento, se nota una muy buena coincidencia tanto en la carga de fluencia como en
el comportamiento post-fluencia, con valores de rigidez algo menor en el modelo bidimensional.
En la fig.6(b), con ablandamiento, la predicci6n mas realista se obtiene con elementos de barra,
mientras que el modelo bidimensional presenta una carga de fluencia muy similar, pero luego
una respuesta todavia creciente.

Ejemplo 2
Se trata de un subensamble viga-columna interior, de un piso inferior de un p6rtico sismorre-
sistente, ensayado en Berkeley [9]. La discretizaci6n utilizada y las principales caracterfsticas de
ias secciones se presentan en la fig.7.

Del aruilisis previo momento-curvatura de la secci6n de la viga, y momento-rotaci6n de la conex-
ion. se obtienen los parametros para las relaciones constitutivas indicadas en la tabla 1

Para metro c\!-(f)(+) M-o(-} M-IJ(+) \ M-IJ(-)
Rigidez 0.485 107 K-in~ OA8.510' K-in< 0.660 10° K-in I 0.660 10° K-in

Mu [K-inJ 880 -1570 905 I -1610
I h , 0.0140 0.0235 0.0330 : 0.0250

El subensamble fue solicitado por desplazamiento impuesto cfclico reversible, horizontal, en el
extremo inferior. Los resultados numericos obtenidos con el elemento de barra presentado en
este trabajo (tipo 4), se Illuestran en la fig.8(a). Los resultados experimentales se grafican en la
fig.8(b). En la fig.8(c) se lJIuestran 10s resultados numericos del analisis del subensamble con
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carga lateral aplicada, igual a la que se obtiene del caso (a), y sin tener en cuenta la rotaci6n
concentrada en la interfaz viga-nudo.

De comparar las figs 8(a) y (b) se observa la muy buena performance del elemento de barra aquf
presentado (tener en cuenta que en los resultados experimentales no estan representados los
primeros ciclos elasticos). El a1goritmo implementado para la soluci6n del problema no lineal,
tambi€m comentado en este trabajo, result6 ser suficientemente robusto, permitiendo escalones
de desplazamiento "grandes", utilizando la subdivisi6n autOlwitica del paso wlo para los casas

!6 -+--t-J
De.p1n 1.ler.1 (in) (a)



necesarios. Se analizaron 15 ciclos completos con 268 pasos en total.

Los resultados presentados en la fig.8( c) muestra la importancia de la rotaci6n concentrada en la
interfaz viga-nudo por deslizamiento de las armaduras ancladas en el nudo. Los desplazamientos
obtenidos, sin tener en cuenta este fen6meno, son s6lo 2/3 de los valores reales. Se recomienda,
entonces, la inclusi6n de este importante efecto aI analizar p6rticos que incursionen fuertemente
en deformaciones no lineales.

Se ha analizado la respuesta de un nuevo elemento de barra para describir el comportamiento es-
tatico y dinamico no lineal f{sico y geometrico de p6rticos de hormig6n armado sismorresistentes.

Este elemento tiene en cuenta la gradual extensi6n de la zona que incursiona en el campo no
lineal en los extremos. y la rotaci6n concentrada en la interfaz barra-nudo.

Como elementos para su validaci6n se consideraron los resultados de un modelo de elementos
finitos bidimensional, otro elemento de barra con teorla de plasticidad, e informaci6n experi-
mental.

Los resultados obtenidos para los ejemplos estudiados son muy satisfactorios, y en principio 10
avalan como un elemento eficiente para el analisis realista de p6rticos sismorresistentes.
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