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RESUMO
o objetivo deste trabalho e mostrar a importAncia da determina~llo previa da
carga limite de cascas reversas em fun~llo de sua forma, de suas dimensoes e das
tensoes efetivas dos materiais empregados em sua constru~llo. A carga limite e
determinada por urn programa de computador que realiza analises
geometricamente nllo lineares baseado no metodo dos elementos finitos. 0
programa utiliza elementos de casca do tipo Serendipity, Heterosis ou
Lagrangiam. As estruturas das cascas discretizadas em elementos finitos com
diferentes espessuras sllo apresentadas a urn programa de cornputador. Os
resultados da analise atraves do programa em conjunto com a utiliza~llo dos
ninneros 1t, determinados pela analise dimensional, permitem 0 desenvolvimento
dos graficos que tomam possivel a determina~llo da carga limite de cascas
semelhantes. Os graficos e os exemplos de aplica~llo dos mesmos sllo incluidos
neste trabalho.

ABSTRACT
The objective of this work is the determination of the limit load of reversal shell
structures in correspondence with its thickness and the material that will be used,
at the beginning of the analysis. The limit load is determined by a computer
program for geometrically non linear analysis based on Finite Element Method.
This software uses quadratic elements of shells like Serendipity, Heterosis or
Lagrangiam. Shell structures descritizated into finite elements with different
thickness are presented to a computer program. The results of this program
analysis and the usage of the 1t-nurnbers described through the dimensional
analysis allow the development of graphics that make it possible to determinate
the limit load of similar shells. The graphics and the examples of its application
are included in this work.

o projeto de cascas e facilitado se for feita a escolha da espessura adequada em fun~llo do
tipo de casca e do material a ser utilizado.

Atraves de urn programa de computador baseado no metodo dos elementos finitos e possivel
registrar, nurna analise incremental iterativa, as cargas com os respectivos deslocamentos que
permitem tra~ar graficos que possibilitam a visualiza~llo da carga limite que provoca a rutura
de urn determinado tipo de casca.

mailto:pilar@coc.ufij.br


o programa diseretiza os elementos em camadas ao tongo da espessura .. As arullises podem
ser fisica ou geometrieamente nao lineares. A integra9ao pode ser reduzida ou seletiva.

Com os reeursos da aruilise dimensional, 540 escolhidas as grandezas com as quais podem ser
preparados os abaeos admensionais que fomecem a earga limite para cascas de diferentes
formas, em fun9ao das dimens6es e das tensOes do material. A carga limite obtida atraves da
analise varia em fun9iio da espessura adotada. Utilizando a carga limite e possivel eseolher,
com a ajuda dos abaeos, a espessura ideal para urn determinado tipo de easea em fun9iio de
suas dimensOes e do tipo de material a ser empregado, 0 que permite a otimiza9iio do projeto.

sao inc1uidas neste trabalho, as bases da analise dimensional que mostram como e feita a
prepara9ao dos abaeos para a dete~lio da earga limite de eascas reversas. Slio dados
exemplos de determina9lio da carga limite atraves da aplica9iio dos abacos a eascas com
formas seme1hantes as analisadas neste trabalho.

A tecniea descrita oeste trabalho pode ser utilizada para qualquer tipo de easca. 0 objetivo
deste trabalho e mostrar sua aplic89iio em cascas que apresentam formas reversas. Estas siio
as estruturas onde uso dos graticos para cascas similares pode resolver 0 problema da
espessura facilmente.

A earga limite e determinada pelo programa de computador descrito em [1]. A analise
dimensional e feita atraves do uso dos n6meros It, como descrito em [4] e [5].

Os elementos 540 discretizados em camadas ao longo da espessura. Se a casca e formada de
urna serie de camadas, do mesmo material ou de materiais diferentes, cujas propriedades
e tensOes sao fun90es descontinuas, deve ser feita uma integra¢o apropriada, atraves da
espessura. Nos problemas de nlio-linearidade material, 0 perfil das tensOes na dire9iio da
espessura deve ser conhecido nurn razoavel n6mero de pontos, onde as leis eonstitutivas
540 satisfeitas.

Nos problemas de caseas protendidas, a niio-linearidade do concreto comprimido,
fissura9iiO e arm89iio neeessitam de uma representa~ conveniente ao longo da eSpe5Sura.
Na presente formula¢o de elementos finitos, todos estes casos sio eonsiderados de urna
maneira simples e efetiva usando a teenica de divi540 em camadas, onde um esquema de
integra9iio nos pontos medios e adotado para cada eamada.

As camadas sio numeradas seqneneialmente, eome~ando na superfieie inferior da easea.
Cada camada possui pontos de tensio em sua superfieie media. As eomponentes da tensiio
da camada 540 eomputadas para estes pontos de tensao, assumindo-se que se mantenham
eonstantes atraves da espessura de eada eamada.

Podem ser empregadas eamadas de espessuras diferentes, hem como n6mero diferente de
camadas por elemento. A especifica~o da espessura da camada em termos da coordenada
curvilinea permite a varia~iio da espessura da eamada de acordo com a varia~lio da espessura
da casea.



Os gnificos apresentados neste trabalho, foram determinados para cascas reversas com esta forma e
podem ser utilizados para cascas com formas similares.



Numa arullise incremental iterativa e possivel registrar as cargas, com os respectivos
deslocamentos, que permitem tra~ar graticos que possibilitam a visualiza~iio da carga limite
que provoca a rutura de um determinado tipo de casca. Esta e a carga limite obtida atraves de
uma analise fisicamente nao-linear de uma casca em forma de parabol6ide-hiperbOlico com
L=20.Om, 0"0 = 4.1 MN/m2 e espessura h = 20 cm.
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q Ih X 10.2

0.0 0.0
0.001 0.9591
0.002 1.9184
0.003 2.8775
0.004 3.8389
0.00425 4.1008
0.0045 4.3652
0.00475 4.6489
0.0050 4.9807
0.00525 5.4667
0.0055 6.2090
0.00575 7.1456
0.0060 8.4998
0.00625 10.9198
0.0064 15.4017

Esta curva foi obtida aumentando a carga de 0.001MN/m2 a 0.OO64MN/m2
. A plastifica~iio

come~a com a carga 0.00385 MN/m2 no ponto de Gauss I , da camada # 1 dos elementos # 5
e # 21. Ocorre flastifica~iio da camada # 1 ate a camada # 8 quando a carga alcan~a 0 valor
0.00425 MN/m . Com a carga 0.0050 MN/m2 a plastifica~iio se extende aos elementos # 4,
# 10, #16 e # 22, e com a carga 0.00602 MN/m2 ao elemento # 13. Ainda aumentando a
carga plastificam os elementos # 8, # 12, # 14, # 18 e os elementos # 7 e # 19. A tabela indica
os incrementos de carga e as correspondentes camadas plastificadas dos elementos e a figura
4 apresenta a mesma plastifica~iio separando-a por camadas superiores e inferiores.

Carga Camadas dos elementos plastificadas com carga permanente
5-21 7-19 8-12-14-18 13 4-10-16-22

0.00385 I 1
0.00400 I III 1
0.00425 III 1-8
0.00500 III 1-8 III 8
0.00602 I-IV 1-8 IIIIl 1 III 1-8
0.00612 I-IV 1-8 II 1 HIll 1 III 1-8
0.00620 I-IV 1-8 IV 8 1 II 82 1 II III 81 III 1-8
0.00632 I-IV 1-8 IIV 8 1 IT IV821 I-IV 82 I III IV 1-8
0.00637 I-IV 1-8 I-IV 8 1 II IV821 I-IV 821 III IV 1-8
0.00640 I-IV 1-8 I-IV 87 1 IT IV821 I-IV 872 1 III IV 1-8
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Estes resultados correspondem a tabela de plastifica~ao de elementos, e como ja foi
salientado, se referem a uma casca com L=20.0m, 0"0 = 4.1 MN/m2 e espessura h = 20 cm.
Nesta figura e possivel observar as areas onde a estrutura rompe por plastifica~ilo. Nestas
areas, onde os elementos rompem e necessario 0 usa das cargas de protensilo para
neutralizar as tensoes decorrentes das cargas permanentes. As camadas dos elementos silo
numeradas de baixo para cima, de urn ate oito. As quatro primeiras camadas silo
denominadas inferiores e as demais superiores.



Com os recursos da analise dimensional, sao escolhidas as grandezas com as quais podem ser
preparados os abacos admensionais para urn determinado tipo de casca. A carga limite obtida
atraves da analise varia em funr,:ao da espessura adotada. Utilizando a carga limite e possivel
escolher, com a ajuda dos abacos, a espessura ideal para determinado tipo de casca em
funr,:aode suas dimensoes e do tipo de material a ser empregado.
A matriz fundamental de valores de acordo com a analise dimensional e:

onde: h = espessura da casca, suposta constante
cro = tensao efetiva do material
L = comprimento da projer,:ao do parabol6ide-hiperb6lico
o = deslocamento vertical
q = carga uniformemente distribuida

o sistema de equayOes correspondente e:

aj - 2a2+ a3+ a4-2as= 0
a2+ as =0

as -1 a3-a4 -0
1t( =.!La, - 2a2 -2as= 0 aj=O

a2+ 1=0 a2 =-1 0"0

a4 -I a3-aS-0 Ii
aj-2a2+ ~ =0 aj =-1 1t2= -
C£2+0=0 a2 =0 h

a3- I c£4-aS-0 L
a,-2a2+a3=0 al =-1 1t3=h
a2+0=0 a2 =0

)s graticos sao determinados utilizando os resultados de computador, obtidos para diferentes
'Ipessuras, e os seguintes nUmeros 1t.

o
1t2= -

h



A carga limite obtida atraves da analise varia em fun(j:lIoda espessura adotada. Utilizando os
resultados da carga limite, obtida para diferentes espessuras, fixando os demais parametros, e
com auxilio dos oUmeros It, slIo tra(j:ados os gnificos ou abacos. Com a ajuda dos abacos, e
possivel seleciooar a espessura ideal para urn determioado tipo de casca em fun(j:llode suas
dimensoes e do tipo de material a ser empregado.

Lfh~IOO
f o/h

0.00 0.000
1.22 0.024
3.66 0.719
6.10 0.120
7.32 0.144
8.54 0.168
9.76 0.192
11.0 0.218
11.6 0.232
12.2 0.249
12.8 0.273
13.4 0.310
14.0 0.357
14.6 0.245
15.2 0.546
15.6 0.770

Llh~133
f o/h

0.00 0.000
1.22 0.057
3.66 0.173
4.88 0.230
6.10 0.288
7.32 0.355
7.93 0.393
8.54 0.439
9.15 0.508
9.76 0.592
10.4 0.722
11.0 0.934
11.5 1.423

L/h-200
f o/h

0.00 0.000
1.23 0.207
1.83 0.310
2.44 0.413
2.74 0.465
3.06 0.525
3.35 0.582
3.67 0.654
3.96 0.723
4.28 0.812
4.57 0.901
4.89 1.010
5.18 1.140
5.50 1.290
5.79 1.450
6.11 1.710

Lfh~400
f o/h

0.00 0.000
0.12 0.215
0.67 1.190
0.79 1.430
0.92 1.700
1.20 2.360
1.50 3.460
1.60 3.990
1.70 4.400

,,,,
30 -----------------~-----------------~-----------------, ,, ,, ,

o ,, ,- ---------------r-----------------r----------------
o 0, ,
o 0, ,
o ,- ---------------r-----------------r-----------------, ,, ,, ,
: Lih = 100---------------.-----------------

o,,
o

"f 25
UJ
o.--
~20
co
Ui
~ 15
~
(U

510 -----------~-----------------,,,
o,

Uh =400
OS 1 15
Oi splacementIThi ckness

Figura 5: Gnificos para 0 paraboloide hiperbOlico e oUmeros It.



L=40m
l)= 15 cm =0.15 m
h = 20 cm = 0.20 m

se: 0"0 =15.0 MN/m2

tem-se: q = f. 0"0 = 15.0 x 4.2 x 10-4= 63.0 X 10-4MN/m2

g = 0.20 x 25 = 5.0 kN/ m2 = 5.0 X 10-3MN/m2 = 50 x 10-4MN/m2

p = q _g = 13.0 X 10-4MN/m2 = 1.30 X 10-3MN/m2 = 1.30 kN/ m2

(conclui-se que e possivel construir urna casca em forma de parabol6ide-hiperb6lico com
estes dados em concreto protendido)

se: 0"0 =10.0 MN/m2

tem-se: q=f. 0"0 = 10.0 x4.2 x 10-4=42.0 x IO-4MN/m2

g = 0.20 x 25 = 5.0 kN/ m2 = 5.0 x 10-3 MN/m2 = 50 x IO-4MN/m2

g>q
(conclui-se que nao e possivel construir urna casca com esta forma, com estes dados, em
concreto armado)

L=40m
l)=15cm=0.15m
h= 10cm=0.lOm

se: 0"0 =30 MN/m2

tem-se: q = f. 0"0 = 30 x 0.8 X 10-4= 24 X 10-4MN/m2

g = 0.10 x 25 = 2.5 kN/ m2 = 2.5 x 10-3MN/m2= 25 x 10-4MN/m2

g>q
(conclui-se que nao e possivel construir urna casca com esta forma, com estes dados, em
concreto protendido)

Consegue-se assim, com a ajuda dos abacos, selecionar a espessura ideal para urn
determinado tipo de casca em fun~o de suas dimensOes e do tipo de material a ser
empregado, 0 que pode permitir a viabilizac;:ao ou a otimizac;:ao do projeto.



Utilizando os abacos e possivel determinar com grande precisao a carga limite de cascas com
formas similares e escolher a espessura ideal para urn determinado tipo de casca em fumi:ao
de suas dimensoes e do tipo de material a ser empregado, 0 que permite, nw so, a otimizatrao
do projeto como tambem a sua viabili~ao, uma vez que, se a espessura for escolhida
arbitrariamente a estrutura da casca pode nao suportar seu proprio peso .

Esta tecnica pode ser generalizada para outros tipos de cascas. A obtentrao dos resultados de
computador e a parte que requer mais tempo, pois, a analise e incremental iterativa e nem
sempre a analise converge para os incrementos de carga escolhidos. E necessario adequar 0

incremento de carga, diminuindo seu valor, ate conseguir a convergencia. A escolha do tipo
de cascas, onde vale a pena utilizar estes recursos, e outro assunto que tambem merece
especial atentrao, para evitar esfortros inuteis com estruturas simples que podem ser resolvidas
por outros metodos. Encontra-se em andamento a preparatrao de abacos para cascas reversas
em forma de helices circulares e espirais para cascas estruturais semelhantes as idealizadas
pelo arquiteto Kenzo Tange. Estao sendo estudadas tambem estruturas em forma de papel
dobrado (tipo origami), estruturas formadas por cascas esfericas associadas (tipo bolhas de
sabao) e estao concluidos abacos para cascas em forma de senoide.

Na utili~ dos recursos da analise dimensional a autora tern sido incentivada pelo
professor Fernando Luiz Lobo Barbosa Carneiro da COPPEIUFRJ, e foi, particularmente,
incentivada na prepat'llt;:w deste trabalho.
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