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Resumen
Se considera el sistema lineal indeterminado Ax = b y el problema de hallar una basp del

nucleo de A. ,VeAl. Este problema surge en una gran variedad de algoritmos que resuelven
problemas de optimizaci6n con restricciones de igualdad, utilizando entre otros el Metodo de
Programaei6n Cuadratica Sucesiva. (PCS). Para que el algoritmo que resuelve eI problema
cuadratico en pes sea eficiente, es indispensable que la base del espacio tangente de las
restricciones sea elegida con el menor costo computacional posible. evitando factorizaciones
de la matriz. En consecuencia, el objetivo de esta contribuci6n es presentar un metoda
eficiente que en cad a iteraci6n resuelva un problema de cuadrados miniI110S con restricciones:
hallar una matriz con estructura triangular en bloques, con bloques no singulares en la
diagonal. nuis proxima en 1a norma de Frobenins a una submatriz cuadrada de la matriz
dada .4.
La estrategia usada se basa en el Metodo dp Proypccionps Altprnadas de Dykstra para conos
convexos y cerrados. ~'Iodificando este metodo de acuerdo alas restricciones dd problema dp
cuadrados minimos que ~urgen de la estructura de la matriz buscada. se deduce un algoritmo
para el cual se establecen propiedades de convergencia. Se presentan experimentos nUTnericos
prelirninares que muestran como trabaja esta teeniea, y ~ campara con otras ya f'xistentes.

Abstract

The undptprmined linear system Ax = b, and thp problpm of finding a basis of the null
space of .4 are considered. This problem appears in many algorithms based on Successive
Quadratic Programming (SQP) Method, for solving optimization problems with equality
constraints. The efficiency of the algorithm for solving the quadratic subproblem depends
strongly on the choice of the basis of the tangent space of the constraints. Avoiding fac-
torization of the matrix, the computational cost is reduced. Therefore, the objective of this
contribution is to present an efficient method such that at each iteration it solves a least
squares problem with constraints: find a matrix. with block triangular structure with no
singular diagonal blocks nearest, in the Frobenius norm, to a square submatrix of t.he given
matrix A.
The strategy used is based on the Alternate Projection Method for closed convex cones sug-
gested by Dykstra. An algorithm is dpduced modifying Dykstra's method according to the
constraints of the least squares problem, which appear from the structure of the matrix.
Convergence properties are stated. Preliminaries numerical experiments showing how this
technique works are presented.

Dado el sistema lineal indeterminado Ax = b, A E IRmxn, m < n, rank(A) = m, interesa
resolver el problema de hallar, de manera eficiente, una base del nuc\eo de A, en particular en
el caso en que el sistema sea de gran porte. Si se considera la partici6n de A

A=[ B N J

d6nde B E IRmxm es una submatriz no singular de A y N E IRmx(n-m), entonces la matriz
W E IRnx(n-m) :

W=(



es tal que sus columnas forman una base de N(A). Resulta claro que la forma en que W sea
encontrada depende de B. El objetivo es entonces diseiiar un a1goritmo destinado a obtener B
de manera eficiente.
En una gran variedad de a1goritmos que resuelven problemas de programacion no lineal surge
la necesidad de hallar una base para el espacio nulo de alguna matriz; en particular esa matriz
suele ser el gradiente de las restricciones del problema:
Sea

(mri) = f :~~1 C(x) = 0

con f : JRn ---+ JR, Y C : JRn ---+ JRm.
Una manera popular de abordarlo es aplicar el metodo de programacion cuadnitica sucesivd, en
el cual, en cada iteracion se debe resolver un problema cuadratico

f min
(Qe) = 1 s.a.

El Algoritmo de Maciel [4], se basa en un algoritmo de programacion cuadratica sucesiva que
usa como punto factible inicial un paso en la direccion normal del espacio tangente de las
restricciones, y resuelve el problema cuadratico usando direcciones conjugadas, restringidas al
espacio tangente. La reduccion a N('VCT) se efectua como sigue: conocido Xc, debem05 hallar
Se como solucion aproximada de (Qe). Sin perdida de generalidad, supondremos que Ce = 0 pues
de no ser asi seria posible pasar a ese caso por medio de traslaciones. Eliminemos 105subindices
para facilitar la presentacion. Supongam05 que 'Vcr E JRmxn, con m < n, my n grandes; H
simetrica y definida p05itiva en N('VcT) y rank('Vcr) = m.
La idea es transformar a (Qe) en un problema sin restricciones y de menor dimension, para que
~l problema de gran porte sea mas facH de tratar.
Sea la siguiente particion de la matriz 'VCT:

3 E lRmxm es una submatriz no singular de 'VCT y N E JRmx(n-m) .
.ealizando una particion analoga para s:



Con una adecuada permutaci6n de fHas y columnas de H se practica la siguiente partici6n al
Hessiano:

hT = (hB hN)

De modo que es posible escribir a q(r) en terminos de la componente tangencial, es decir en
N(V'CT). La forma cuadratica q(s) queda expresada:

q(s) = ~sx;.HSN + 1IT SN

H (-B-1N?Hll(B-1N) - H21(B-1N) - H21(B-1N)

-(B-1N?H12 +H22.

q(s) = ~sTHs + fiTs.

Esclaro que lascolumnas de W forman una base deN(V'CT). De modo que es posible definir una
transformaci6n lineal de IRn enN(V'cT), que acada s E IRn 10transforme en (WT s) E JI./(V'cT),
con 10 cual 1'1 problema: (Qc) se reduce a:

_ {min q(s) = ~sTHs + 1178
(Q) = s.a.

s EN(V'CT).

Este ultimo problema puede ser resuelto aplicando cualesquiera de los algoritmos disponibles
para la resoluci6n de problemas cuadraticos. Debe notarse que la eficiencia del algoritmo, y en
sf la transformaci6n definida, dependen de la elecci6n de la matriz W, y por 10 tanto de B.
En la Secci6n 2 se establecen los conceptos preliminares, en la Secci6n 3 es presentado 1'1 nuevo
algoritmo acompaiiado por los resultados te6ricos mas importantes. Finalmente en la Secci6n -1
se presentan resultados numericos preliminares, y en la Secci6n 5 las conclusiones.



51' incluyen en esta seccion dos algoritmos que son motivacion para 1'1 nuevO algoritmo: 1'1 metodo
de proyecciones alternadas de Dykstra [2], y una aplicacion del mismo sugerida por Escalante-
Raydan [3J.

2.1 Metodo de proyecciones alternadas de Dykstra.

Dado el problema J minls.a.

donde K1• K2, ... ,Krson conos convexos cerrados de IRn
, g E IRn y la norma eS la norma

asociada al producto interno:
n

(x,y) = LXiYiWi,
i=l

Ilxll = (x,x)1/2 = (~Xi2Wi) [/2

Asumiendo que es posible resolver 1'1 problema de hallar un vector en K; tal que sea solucion de

J minls.a.

para toda f y para todo i, la solucion del problema (1) se obtiene resolviendo una sucesion de
problemas de tipo (2).
Teniendo en cuenta la siguiente notacion :

b) Para todo entero positivo n se define m mod r = i, si n = kr + i, para todo k, i enteros,
1 ~ i ~r,

Algoritmo 2.1 (Metoda de Dykstm)
gO = g, Ii == 0, i = 1,"" r, n = 1

1-} Sea gn = PIKn mod r ((gn-l - In mod r)),
Actualizar In mod r = gn - (gn-l - In mod r)'

Teorema 2.1 Los 1Jectores g" generados pOT el Algoritmo 2.1, convergen a una soluci6n de (1),
es decir gn -+ g* cuando n -+ 00.



min IIX - AIIF2

s.o.

B={XEIRnxn: L:5X:5U},

fpd = {X E IRnxn : XT = X, Amin(X) 2: f > O},
m

P={XEIRnxn : X=LQiGi' QiEIR,1:5i:5m}.
i=l

Las matrices G1, G2, ... ,Gm, son matrices no nulas, simetricas, en IRnxn, cuyas entradas \-alen
cero 0 uno de acuerdo a la siguiente propiedad: para cada elemento ubicado en la posicion st,
1 :5 s, t :5 n existe un y solo un k tal que 1 :5 k :5 m, y (Gk).,t = l.
De modo que (3) puede ser expresado como sigue:

Luego la region de factibilidad para el problema (4) esta dada par la interseccion de conjuntos
cerrados y convexos en el espacio producto interno IRnxn. Debe notarse que P es un subespacio
del subespacio de matrices simetricas y que el conjunto de matrices {G1, G2,'" ,Gm} constituye
una base para P.
Se aplicara el Metodo de Proyecciones Alternadas de Dykstra para resolver el problema (4).
La idea fundamental es proyectar sobre cada uno de los subconjuntos cerrados y convexos que
forman la region de factibilidad, por 10 cual es necesario caracterizar las proyecciones sobre los
mismos. En [31 pueden consultarse los tres teoremas, con sus respectivas demostraciones. que
cumplen el objetivo de caracterizar las proyecciones sobre cada convexo.

Algoritmo 2,2 (Metoda de Escolante-Raydan)
Dada A E IRnxn, sea Ao = A, I,pd° = IBO = 0
pam i = 1,2"",

Ai = Pp(A;) - I,pd\

I,pdi+1 = P,pd(Ai) - A;,

Ai = P,pd(Ai) - IB',



JaiT-! = PB(Ai) - Ai,

AiH = Pa(A;).

Teorema 2.2 Si el cOT/junto cerrado y convexo B n fpd n P, es no vacio, entonces pam alguna
matriz A E IRnxn la sucesiones {Pp(Ai)}, {Pa(Ai)}, y {P,pd(Ai)} generadas por el Algoritmo
(2.2) convergen en norma de Frobenius a una soluci6n de (4).

La demostracion se sigue de un resultado de convergencia establecido por Boyle y Dykstra [1].
Los autores han presentado una version mejorada del algoritmo, en la cual se proyecta primero
sabre fpd y luego sabre la interseccion de los otros dos convexos. Mas detalles pueden consultarse
en [3] Finalmente, en cuanto a la experiencia computacional presentada por los autores, san
claros los beneficios de aplicar el algoritmo mejorado, no sOlo se impone al primero en cuanto
a tiempo, sino que es significativa la diferencia en mimero de iteraciones que resulta de aplicar
uno u otro. Debe destacarse 10 ingeniosa, simple y practico de este metodo, 10 cual ha permitido
explotar estas ideas para encontrar la solucion al problema present ado en la Seccion 1.

Sea Ax = b un sistema lineal indeterminado. En esta Seccion se considerara el problema de
aproximar de manera eficiente y con bajo costa computacional la submatriz no singular B de
A. Se presenta un metodo que en cada iteracion resuelve un problema de cuadrados minimos
con restricciones. La propuesta consiste en proyectar una submatriz cuadrada de la matriz dada
A, sabre cierto conjunto P, de matrices con determinada estructura. Para ser mas precisas la
idea es hallar una matriz triangular con elementos no nulos sabre la diagonal, mas proxima en
la norma de Frobenius a la submatriz de la matriz dada A.

{

min
s.a.

A = [B IN] E IRmxn

P={XEIRmxn,X=[ X IN j},

1:S i,j:Sm
en OtTO caso.



0\ °2 °3 am
0 0\ 02 Qm-l

0 0 0\ °2 Qm-2

X=

0 01 02
0 0 01

m
X= LOpGp,

p=l

d6nde en general Gp esta definidas como sigue:

(

1 si j = i +p - 1
Gp =

o en otro caso.

{

min
s.a.

P = {x E IRmxm,X = fopGp},
p=l

con las matrices Gp definidas como en (6). Como ya se ha seiialado, la matriz cuadrada soluci6n
debe tener columnas linealmente independientes, es preciso aclarar que la estructura triangular
no es suficiente para asegurar la independencia lineal de las colurnnas de la soluci6n, a menos
que se imponga a los elementos de la diagonal de X la condici6n de ser no nulos, esto es resolver
uno de los problemas siguientes:

1

min IIX -BIIF2

s.a.
XEP,

Ol~E,E>O

1

min IIX -BIIF2

s.a.
XEP,

OlS-E,E>O

De modo que la regi6n de factibilidad para el problema a resolver es el conjunto de matrices
triangular superior con elementos no nulos sobre la diagonal, y la solucion E'Sla proYE'Ccion de B
sobre ese conjunto. a quien se notara P(B). EI siguiente resultado da una caracterizaci6n para
las soluciones de (8) y (9):



Lema 3.1 Sean B E IRmxm, y f > 0, entonces la unica soZ.uci6n del problema (8) estci dada
por:

X* = P(B) = L cipGp,
p=1

!_L~=j B'J(Gp)'J
ap = m -p+ 1 '

aj = t;

X** = P(B) = L cipGp,
p=1

!_L~=j Bij(Gp)ij
ap = m -p+ 1 '

cij = -E.

En 10 que sigue la expresi6n "problema a resolver y su soluci6n", significani "problema (8) y
X*".

Se presenta a continuaci6n un algoritmo que resuelve el problema (8) mediante una estrategia
basada en el metodo de proyecciones a1ternadas de Dykstra. En cada iteraci6n nuestro algoritmo
resuelve el problema de minimizaci6n:

{

min
s.a.

Jonde los al k+I son los elementos de la diagonal de la soluci6n y Ek+I un valor positive, tal que
'HI > L~j Bii/m, que se a.ctualiza en cada iteraci6n.
una primera versi6n del algoritmo es la siguiente:

Tlados EO, Bo:
,'ara k = 0,1,2, .. " hasta convergencia



Algoritmo 3.2 (Version 2)

Dados

L~1 Bii (IL:'.'o1 Biil + 1)fa = ---- + -------,
m m(m-1)

_ (IL:1 Biil + 1)
a- m,2 '

Escalante-Raydan [3], plantean como p05ibles valores de la tolerancia en 105 problemas resueltos
utilizando su algoritmo, cifras que oscilan entre 10-2 y 10-10, segun sean Las dimensiones deL
problema. Debe notarse que en la definicion de fa el denominador (m -1) no presenta problemas
puesto que se supone m > 1.
EI siguiente teorema muestra que el Algoritmo 3.2 genera una sucesion de matrices que converge
a una solucion de (8).

Teorema 3.1 Para toda A E IRmxn, sea Buna submatriz m x m de A, la s'Ucesion de matrices
generada por el Algoritmo 3.2 converye en norma de Proben-ius a 'Una solucion de (8).

La experiencia numerica fue llevada a cabo con el objetivo de medir la eficiencia del algoritmo
en el sentido de analizar la relacion entre numero de iteraciones, dimension de la matriz A,
y tiempo de ejecucion. En todos los casas el criterio de parada utilizado es la proximidad de
dos proyecciones consecutivas, para distint05 valores de toLerancia. EI programa fue diseiiado
utilizando eLMicrosoft FORTRAN PowerStation, Version LOa, 1993, y ejecutado en una com-
putadora PC compatible con procesador 486, 66 Mhz de velocidad y 8MB de memoria principal.
Ejemplo 1: En este caso se han generado, por medio de un sencillo programa, matrices rectan-
gulares en las cuales algunas columnas son columnas de una matriz de Hilbert, y las restantes
formadas por numeros aleatorios. Hemos obtenido los siguientes resultados:

10 20 10 -" 7 < 1 x 10 -·seg.
10 20 10 -10 12 < 1 x 10 -"'seg.
100 200 10 -" 3 1 x 10 -·seg.
100 200 10 -,n 6 1 x 10 -·seg.
800 810 10 -" 2 61 x 1O-·seg.
800 810 10 -tt> 5 55 x 10 -·seg.



Ejemplo 2: En este caso las matrices han sido generadas utilizando numeros aleatorios para to-
das las entradas. Se ha observado:

10 20 10 -~ 12 < 1 x 10 -2seg.
10 20 10 -16 12 < 1 x 10 -2seg.
100 200 10 -~ 6 1 x 10 -2seg.
100 200 10 to 6 1 x 10 -2seg.
800 810 10 -~ 5 55 x 10 -·seg.
800 810 10 -10 5 61 x 10 -2seg.

En ambos casos se observa que para valores crecientes de m, el numero de iteraciones decrece,
a modo de conclusi6n podemos afirmar que el nuevo algoritmo es adecuado especialmente para
problemas de gran porte.

Utilizando una estrategia sencilla basada en el metodo de proyecciones alternadas de Dykstra,
se ha desarroliado un algoritmo que resuelve el problema de aproximar de manera eficiente y con
bajo costa computacional la submatriz no singular B de A. Este algoritmo forma parte de un
proyecto para encontrar una base del espacio nulo de una matriz de rango completo A E IRmx",
m < n. Los resultados obtenidos permiten concluir que el algoritmo propuesto es competitivo
con aquelios que efectuan factorizaciones de A.
Este algoritmo se puede aplicar a la resoluci6n de problemas de programaci6n no lineal con
restricciones de igualdad basados en programaci6n cuadratica sucesiva.
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