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ABSTRACT

In this paper we study an optimal control problem with finite horizon and final cost. We
establish the dynamical programming principle through the introduction of an ad-hoc defined
associated problem. We also present the Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation defined
in terms of a discontinuous Hamiltonian. We propose two discretization schemes and we
prove that they converge to the unique solution of the HJB equation.

RESUMEN

En este trabajo se estudia un problema de control éptimo de tipo minimax con horizonte
finito y costo final. El principio de la programacién dindmica se establece mediante la in-
troduccién de un problema asociado definido- ad-hoc. Se presenta la ecuacién de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB) definida en términos de un hamiltoniano discontinuo. Se proponen
dos esquemas de discretizacién y se demuestra la convergencia de los mismos a la tnica
solucién de la ecuacién de HJB.

PRESENTACION DEL PROBLEMA

Consideramos aqui un problema de control éptimo de tipo minimax con horizonte finito y
costo final. M4s precisamente, el problema consiste en minimizar el funcional J

J:0,Tx0xA — R
tza()) — Jtzal)= Supes f(y(s), a(s)) + ¥ (y(T)),

donde y(-) representa el estado de un sistema dindmico gobernado por la ecuacién diferencial
{ y'(s) = g(y(s),a(s)) VE<s<T

y(t) ==z, z € & C R™, Q dominio abierto,
y A= L>®([0,T], A) es el conjunto de controles.

La funcién costo 6ptimo del problema estd dada por

u(t,z) = a(i.?é‘ J(t,3,a{-))- (1)
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Este problema constituye una extensién del analizado por Barron-Ishii en [2] y por Di Marco—
Gonzélez en (3, 4]. Nos interesa analizar el nuevo problema desde el punto de vista continuo,
presentar algunos esquemas de discretizacién y analizar su convergencia al problema continuo.

Hipétesis generales

Sea BUC(Q x A) el conjunto de las funciones acotadas y uniformemente continuas en € x A.
Suponemos que se satisfacen las siguientes hipétesis:

(Hy) g:Qx A— R™, ge BUC(Q x A)
llg(z,a)ll < My, llg(z,a) — g(F,0)|| < Lollz - 2|, Vz,2€Q, Vac A
(Hy) f:Qx AR, fe C(Q x A)
If(z,a) - f(&,a)] < Lgllz — ||, V2,5€Q, Vac A
(Hz) ¥:Q 0 R, ¥ € B(Q) N Lips()
|¥(z) - ¥(@)| < Lyl ~ 3|, Vz,Z€ Q.

(H4) A es compacto.
(Hs) La trayectoria y(-) permanece en {1 para cualquier control de A.

PROBLEMA AUXILIAR

En el problema presentado no puede ser establecida una formulacién directa de la progra-
macion dindmica en terminos de la funcién de costo 6ptimo. Para realizar el tratamiento
analitico y numérico del problema extendemos el estado del sistema, mediante el agregado
de una variable auxiliar y,,41(-) que evoluciona de la siguiente forma:

Ym+1(7) = max{ym1(o),sup it Fy(s),als))}-

selo, T

Esta variable es solucién de la inclusién diferencial dada por

1) ¢ B(£y(5), () - gmaa (),

@ (@)
Ym+1(t) = p,
donde
0 siw <0,
Gw)=|[0,00] siw=0,
00 siw > 0.

De este modo estudiamos el problema original como un problema de control 6ptimo de costo
final puro:

v(t,z,p) = a(i-r)lé . Ym+1(T) + T(y(T)). (3)
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Propiedades de v

e v(t.7,0) = u(t,z). Si p =0, resulta ym,1(T) = supes f(y(s),a(s)). Reemplazando en
s€t,T)
(3) y comparando con (1), resulta v(t, z,0) = u(t, z).

* Sipy > py, entonces v(t,&,p1) > v(t,z,p). Sea p; > pgy Yo () la solucién de la
inclusién diferencial (2) cuando la condicién inicial es p;. Luego,
Umr1(T) = max{py,supes f(y(s),a(s))} > max{py,supes f(y(s),a(s))} = ¥, ,(T).
€[, T) seft,T)
Reemplazando en (3) resulta v(t,z,01) > v(t, , pg).

e v es Lipschitz con respecto a las tres variables. Esta propiedad es consecuencia de las
propiedades requeridas para las funciones datos.

® U no es en general semiconcava. En efecto, si ¥ = 0, u puede no ser semicéncava (ver
(4]). luego v tiene la misma propiedad en p = 0.

Programacién dindmica

La ecuacién de la programacién dindmica es, en este caso,

t = inf m
v(t,z, p) cx(_)eLlorg([tv,]YA)v(S.y(s),y +1(s))
(4)
v(T,z,p) = max {p, min f(z, a)} + ¥(z).

Ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman

Teniendo en cuenta el principio de la programacién dindmica se obtiene la siguiente pre-
sentacién del mismo en forma diferencial, que en forma estricta constituye el sistema

min {Ha(t,z,p,w), H(t,z,p, Vu)} >0

min {Ha(t,z, p,w), H(t,z,p, V)} <0
w(T,z,p) = max {p, min f(x, a)} + ¥(z).
ac€A

donde

HA(t,l‘,p,’W) = inf (w(t,z,f(z,a)) —w(t,x,p))
fz,a)>p

. ow  Bw
H(t,z,p,Vw) = f(i,?,f<p (5-{ + 79;9(’”’“))

. 6w Sw
H(t,z,p,Vw) = f(zlf.fsp (5 + %9(%00

La solucién del sistema anterior se entiende en el sentido de viscosidad, definido para el
mismo de la siguiente forma:
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e La funcidén v es subsolucidn en el sentido de la viscosidad si dados (t,z,p) € (0,T) x
QxR*y @€ CY(0,T) x 2 x R*) tal que & — v tiene un minimo estricto en (¢, z, p)
en un entorno N (t,z, p), resulta

min {H4(t, z, p,v), H(t,z,p,V&)} > 0.

e La funcién v es supersolucidn en el sentido de la viscosidad si dados (t,z, p) € (0, T) x
QxR y &€ CH(0,T) x Q x R*) tal que & — v tiene un maximo estricto en (t,z, p)
en un entorno N'(%,z, p), resulta

min {Hy(t,z, p,v), H.(t,z,p,V®)} <0
Teorema 1 La funcidn v es la dnica solucién en el sentido de la viscosidad del sistema (5).

La demostracién de este teorema puede verse en [1].

APROXIMACION POR DISCRETIZACION EN TIEMPO

Estudiaremos aquf la aproximacién de la funcién de costo 6ptimo por discretizacién en
tiempo. Proponemos para ello dos esquemas. El estudio del procedimiento de discretizacién
en tiempo y en espacio estd contenido en [1].

Primer esquema de discretizacién

Definamos v : {[jh,(j + 1)) : j=0,...,u— 1} x @ xIR* — IR tal que verifica la siguiente
relacién de recurrencia:

P(jh,z,p) = gggv"((j + 1)h, z + hg(z, a), max{p, f(z,a), f(z + hg(z,a),a)})
(6)
vYW(ph,z,p) = max {p, {.neizl Sz, a)} + ¥(x).

Este esquema discreto tiene solucién tinica. Veremos que la sucesién {v"} converge uniforme-
mente a la tnica solucién de viscosidad de (5).

Convergencia del esquema
Lema 1 La familia {v"} es equilipschitziana.

Nota 1 Del lema anterior se desprende que puede elegirse una subsucesién que converge
uniformemente a una funcién continua v* (sin pérdida de generalidad supondremos entonces
que toda la sucesién {v*} converge a v*; esta hipétesis estard confirmada implicitamente por
el siguiente lema).

Lema 2 La funcidn v* es la solucidn de viscosidad del sistema de inecuaciones (5).
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Proof. Probemos primero que v* es subsolucidn

Sea (t,z,p) € 0,T) x A xR+ y & € CY(0,T) x @ x R*) tal que ® — v* tiene un minimo
estricto en (¢, x,p) en un entorno N (¢, z, p).

Debido a la convergencia uniforme de la familia v* y & la estricta minimalidad de (t,z, p),
para todo h < hy, existe

(nwh, zn, pn) € N'(t, 2, p) = {(jh,y,n) € N(t,2,p),j = 1., =1}
tal que (nah,zn, o) — (t,z,0) y
(® —v")(nnh, Th, pn) < (@ = V*)(8,5,0), ¥ (s,4,0) € N'(t,z,p). (n
Analicemos ahora las familias de controles a € A tales que f(z,a) > p 6 f(z,a) < p:
e f(z,a) > p. La ecuacién (6), queda
*(nnh, zh, o) < ™ ((na + 1), 24 + hg(zn,a), max{pn, f(zh,a), flzn + hg(zn,a),a)}).
Por paso al limite tenemos:
v(t,z,p) SV(t, 2, f(z,0)).

Esto implica por la arbitrariedad de a, que H alt,z, p,v*) > 0.
¢ f(z,a) < p. Para h suficientemente pequeiio, max{pn, f(zr,a), f(zh + hg(zy,a),a)} =
Pn Y en consecuencia, la ecuacién (6), queda
v (nah, Th, 1) < VP((nn + Dk, s + hg(zn,a), pp).
De lo anterior y de la ecuacién (7), tenemos

®((ns + 1)k, zh + hg(zh,a), pn) — B(nnk, T4, p1)
h
v*((ny + 1)k, 24 + hg(zh,a), p1) — P (nyph, zh, pn)
i h

Pasando al limite cuando A tiende a cero, tenemos:

>

>0.

o® a9
'a_t“(t’x3 P) + ’a—x(trzv P) g(x, a) 20
Luego, de la arbitrariedad de a sigue que H (t,z,p,V®) > 0.
En consequencia, v* es subsolucién ya que

min {Ha(t,2,0,v"), H(t,,0,V8)} > 0.

Probemos ahora que v* es supersolucidn.

Sea (t,z,0) € (0,T) x 2 x R* y & € C1{((0,T) x Q x IR*) tal que  — v* tiene un méximo
estricto en (¢, 7, p) en'un entorno N (tyx, p).

Debido a la convergencia uniforme de la familia v® y a la estricta maximalidad de (t,z,p),
para todo h < hyg, existe

(Tlhh,l’h,Ph) e_/\f'(t,:c,p) = {(Jh»y,ﬂ) GN(tvzap)vj = 1»-"7“" - 1’}
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tal que (nph, za,08) — (¢, 2,p) ¥

(‘b - 'Uh)(nhh,l'h,/’h) > (¢ - vh)(37 yvy)’ v (37y7 V) € N’(t7 I,p) (8)
Supongamos que se cumple
min {H4(t,z,p,v*), Hu(t,7,p,V®)} 20> 0 (9)

Para cada h existe ap, € A tal que produce el minimo en la ecuacién (6). Esto es,

v (nph, Thy Ph) =
(10)
vh((nh + l)hv Th + hg('rha ah)ama‘x{phv f(xhv a‘h): f(zh + h’g(whv ah)vah)})'

Por la compacidad de A, existe ¢’ punto de acumulacién de alguna subsucesién tal que
Lim f(zn,an) = f(z,a’).
Analicemos los diferentes casos:
e f(z,a’) > p. En este caso, de (9) resulta
v*(t,z, f(z,a")) —v*(t,z,p) > 1.
Pero por paso al limite en la ecuacién (10), tenemos
v*(t, 2, p) = v* (L, x, f(z,d)).
De esto resulta n < 0.
e f(z,a’) < p. De (9) surge que

o0 08 ,
3{‘1"5;9(1‘7‘1) 27 (11)

Pero de (10), tenemos

v*(nnh, zh, pn) =

v™{((na + Db, x4 + hg(zn,an), max{pn, f(zn,an), f(zn + hg(zh,an),an)})

v

v*((ny + 1)h,zp + hg(xn,an), pn)- L
De la relacién (8) tenemos
®((n -+ L)k, s + hg(zh,a), prn) — B(nnh, Th, pn)
h
vh((nh + 1)h7 Th + hg(.’l?h,a), Ph) - v"(n;.h, Th, Ph)
- h
Pasando al limite cuando A tiende a cero, tenemos

<0.

%@(t,z, p)+ %(t, z,p) g(z,a) <0,
lo que contradice (11).
En consequencia, v* es supersolucién ya que
min {Ha(t,z,p,v*), H.(t,z,p,V®)} <O0.

La unicidad de solucién del sistema (5) implica que la sucesién de soluciones discretas en
tiempo convergen uniformemente a la solucién del problema continuo.
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Segundo esquema de discretizacién

Definamos w” : {[jh, (j+1)h): j=0,...,p—~1} x @ x R* — R tal que verifica la siguiente
relacién de recurrencia:

wh(jh,z,p) = minw((j + Dh,z + hg(z, a), max{p, f(z + hg(z,a),a)})
(12)
wh(”’ha z,p) = max {pa ggg fla, a)} + ¥(x).

Este esquema discreto tiene solucién tnica. Veremos que la sucesién {w"} converge unifor-
mente a la dnica solucién de viscosidad de (5).

Convergencia del esquema
Lema 3 La familia {w"} es equilipschitziana.

Nota 2 Del lema anterior se desprende que puede elegirse una subsucesién que converge
uniformemente a una funcién continua w* (sin pérdida de generalidad supondremos entonces
que toda la sucesién {w"} converge a w*; esta hipStesis estars confirmada implicitamente
por el siguiente lema).

Lema 4 La funcién w* es la solucion de viscosidad del sistema de inecuaciones (5).

Proof. Probemos primero que w* es subsolucidn

Sea (t,7,0) € (0,T) x A xRty & ¢ CH(0,T) x @ x R*) tal que ® —w* tiene un minimo
estricto en (¢, x,p) en un entorno N{t,z, p).

Debido a la convergencia uniforme de la familia w” y a la estricta minimalidad de (t,z,p)
para todo h < hy, existe

(nnh, zh, pn) € N'(t, 2, p) = {(5h,y,m) € N(t,7,0),5 = 1, — 1.}
tal que (nph, x4, pn) — (t,,p) y
(@ — w*)(nnh, zh, on) < (& = wh)(s,5,0), V (s,5,0) € N'(t, 2, p). (13)
Analicemos ahora las familias de controles a € A tales que f(z,a) >p 6 f(z,a) < p:
¢ f(x,a) > p. La ecuacién (12), queda
wh(nph, Thypn) < wh{(np + Lh, zp 4 hg(zn, a), max{pn, f(z + hg(zn,a),a)}).
Por paso al limite tenemos:
w*(t,z,p) S w*(t, z, f(z,a)).

Esto implica por la arbitrariedad de a, que H alt,z, p,w*) > 0.

s f(x,a) < p. Para h suficientemente pequefio, max{py, f(zh + hg(zh,a),a)} = pp y en
consecuencia, la ecuacién (12), queda

wh(nwh, h, pn) < wP((na + 1)k, 2 + hg(zh, a), pn).
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De lo anterior y de la ecuacién (13), tenemos

D((nn + 1)k, zh + hg(zn, a), pr) ~ B(nnh, T4, on)
h
5 W+ Db + hg(zh,0), ph) — wh(nnh, zh, pn)
- h

Pasando al limite cuando & tiende a cero, tenemos:

>0.

o0 %
—_— —-—(t > 0.
5 (& 3.0) + 5 (8,2, p) g(x,0) 2 0
Luego, de la arbitrariedad de a sigue que H (t,z,p,V®) > 0.
En consequencia, w* es subsolucién ya que

min {Ha(¢,z,p,w*), H(t,z,p,V®)} > 0.

Probemos ahora que w* es supersolucidn.

Sea (t,z,p) € (0,T) x QxR y & € C1({0,T) x 2 x R+) tal que ® — w* tiene un maximo
estricto en (¢,x,p) en un entorno N(t,z, p).

Debido a la convergencia uniforme de la familia w® y a la estricta maximalidad de (t,z,p),
para todo h < hg, existe

(nwh,zh, 1) € N'(t,3,0) = {(Gh, 9, 1) €N (t,2,0),5 = 1,...,p — 1.}
tal que (nah, zx,pn) — (t,7,p) ¥
(@ —w")(nah, @, 0n) = (& —wh)(s,9,0), ¥ (3,5,v) € N'(t,z, p). (14)
Supongamos que se cumple
min {Hy(t,z, p,w*), H,(t,z,p,V®)} > >0 (15)
Para cada h existe aj, € A tal que produce el minimo en la ecuacién (12). Esto es,
wh(nph, zh, pn) = wh((ny + Db, z, + hg(zn,an), max{pn, , f{z + hg(zn,an),an)}). (16)
Por la compacidad de A, existe ¢/ punto de acumulacién de alguna subsucesién tal que
}{ig})f(zh,ah) = f(z,a).
Analicemos los diferentes casos:
¢ f(z,a') > p. En este caso, de (15) resulta
w*(t,z, f(z,a))) —w*(t,z,0) > 1.
Pero por paso al limite en la ecuacién (16), tenemos
w*(t,z, p) = w*(t, x, f(z,d)).

De esto resulta n < 0.
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o f(z,a') < p. De (15) surge que

o® 60 ,
- 2 > 1
5 T 3p9(®a) 2 (17
Pero de (16), tenemos
W (nah,zh, 1) = wh((np + L)k, 34 + hg(zn,an), max{pn, f(zh + hg(zn,an),an)})

v

wh((n + 1)h, 7n + hg(zh,an), pn).
De la relacién (14) tenemos

Q((nh + l)hy Th + hy(zhsa)y ph) - q)(nhhy Zh, ph)
h

w*((ny + 1)k, 2, + hg(xn,a), pr) — wh(nph, Zh, P ) <0
< 5 <0.

Pasando al limite cuando k tiende a cero, tenemos

od 0% ,

- —_— <

3t (t,z:,p) + Iz (t,.’t,p) g(zaa) <0,
lo que contradice (17).

En consequencia, w* es supersolucién ya que
min {H4(t, z, p, w*), H,.(t,z,p,VP)} <O0.

La unicidad de solucién del sistema (5) implica que la sucesién de soluciones discretas en
tiempo convergen uniformemente a la solucién del problema continuo.
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