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ABSTRACT
The Hartley transform and its discrete version, both closely related to the Fourier
transform, give real-valued results when applied to real data sets. Advantages of
employing I-D and 2-D Fast Hartley transforms instead of Fast Fourier transforms
have been pointed out in the literature for certain cases. This paper shows that
the Hartley transform is even more advantageous when a discrete Fourier transform
needs to be estimated or calculated by methods other than the fast transforma-
tion, because of the less amount of storage required and the speed gained using real
arithmetic. Two specific cases are presented: the estimation of a discrete Fourier
transform by linear inversion, and the relation between frequency-domain continu-
ation and singular value decomposition in potential field problems.

La transformada de Hartley y su version discreta, ambas muy relacionadas con
la transformada de Fourier, dan resultados a valores reales cuando se las aplica a
conjuntos de datos reales. Varios autores ya han seiialado las ventajas de emplear
la transformada rapida de Hartley en una y dos dimensiones para ciertos casos.
Este trabajo muestra que la transformada de Hartley es aun mas ventajosa cuando
se necesita estimar 0 calcular una transformada de Fourier discreta por metodos
diferentes a los de la transformacion rapida, debido a la menor cantidad de memoria
requerida y a la rapidez que se gana utilizando aritmetica real. Se presentan dos
ejemplos: la estimacion de una transformada de Fourier discreta mediante inversion
lineal, y la relacion entre prolongacion en el dominio frecuencial y descomposicion
en valores singulares en problemas de campo potencial.

La transformada introducida por Hartley (1942) esta basada en una descomposici6n en
funciones arm6nicas, de forma similar a la transformada de Fourier. Proporciona, en-
tonces, una posibilidad alternativa para analizar una funci6n dada mediante sinusoides.
Para una funci6n real f se define mediante
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H (w) = f f (t) (cos (wt) + sin (wt)) dt



H (w) = ~ f (t) (cos (~) + sin (~))

donde N es el nllinero de muestras.
Se (liferencia de la transformada de Fourier simplemente en el hecho de que no intervienen
nllineros ni operaciones complejas, sino solo nllineros y operaciones reales. Por esta razon,
como un producto complejo requiere cuatro productos reales, la transformada de Hartley
discreta es computacionalmente mas rapida que la transformada de Fourier discreta. Otra
ventaja es que las transformadas de Hartley discretas directa e inversa son la misma.
Muchos autores han demostrado que se pueden construir algoritmos rapidos para la trans-
formada de Hartley usando las mismas estructuras que para la transformada rapida de
Fourier, que operan mas velozmente que estas Ultimas ya que - si bien ambas requieren el
mismo tiempo para recuperar los datos, proporcionar funciones trigonometricas y llevar
a cabo otras operaciones preliminares - el tiempo invertido en la ejecucion de las etapas
correspondientes ala transformacion de Hartley es la mitad del requerido por la de Fourier
[1]. Tambien se demostro que resulta posible deducir directamente de la transformada de
Hartley la misma informacion sobre los datos que proporciona la transformada de Fourier:
intensidades y fases.
En sus terrninos mas generales, las transformaciones de Fourier y de Hartley se han
aplicado en campos que se ocupan de fenonienos fluctuantes. En particular, las manipu-
laciones en e1dominio de las frecuencias son muy usadas en geofisica. Grandes volllinenes
de datos requieren mucha memoria y mucho tiempo de caIculo. A partir de las ventajas
de la transformada rapida de Hartley, es posible beneficiarse en el procesamiento de datos
geofisicos (por ejemplo: [2]).
Nuestra intencion es mostrar que la transformada de Hartley es mas ventajosa cuando se
trata de estimar una transformada discreta por metodos diferentes a los de la transfor-
macion rapida. Para ello mostramos su utilizacion en dos ejemplos. El primero reemplaza
la estimacion de una transformada de Fourier discreta mediante inversion lineal [3] uti-
lizada para el grillado y separacion de anomalias de campos potenciales [4], mientras que
el segundo trata la relacion entre la prolongacion en el dominio frecuencial (que en general
utiliza la transformada de Fourier discreta) con la descomposicion en valores singulares
en problemas de campos potenciales [5].

APROXIMACION DE LA TRANSFORMADA DISCRETA POR
INVERSION LINEAL

El problema que se plantea en [3] es la estimacion de M muestras espectrales a partir de
un conjunto de N datos, donde M > N. En este caso la transformada de Fourier discreta
viene dada por



y=Fx (4)

siendo y un vector de RN que posee la informacion disponible y x un vector de eM que
representa la transformada discreta desconocida.

(
Lx ky)1 my-l m.-l 2"i y;+y;

g(x,y) = -- L L 9kle x y (5)
mXmy k=O 1=0

donde 9kl es cada elemento complejo de la transformada en dos variables, mx, my son las
cantidades de puntos en cada direccion y Lx, Ly los periodos fundament ales del resultado.

Se pense en ese caso a la transformada como un solo vector de m = mx x my componentes
y esto llevo a la resolucion de la ecuacion

Para garantizar la unicidad de la solucion se agrego un regularizador que provee la in-
formacion a priori, en este caso irnponiendo que la solucion sea una distribucion rala de
amplitudes espectrales. Asi, la condicion a verificar resulto

M-l ( X X*)S (x) = L log 1 + 2:2 k = min
k=O C

Siguiendo este razonamiento, pretendemos mostrar que trabajando con la transformada
discreta de Hartley en lugar de la de Fourier, se obtienen los mismos resultados a partir de
un algoritmo computacionalmente mas eficiente que el anterior. El espectro de potencia
para este caso viene dado por el cuadrado del mOdulo de la transformada de Hartley y
tiene la forma

M-l X2 +X2L k 2 M-k

k=O

[2], Y por 10 tanto la condicion que ahora se busca minimizar es

~ log ( 1 + Xk ~lt -k )

Derivando e igualando a cero llegamos al planteo del problema a resolver



siendo Q una matriz diagonal de elementos de la forma

X? +Xj, .
Qii = 1+ '4 2 -, = Q(N-i)(N-i)' (11)

I7c

la matriz F es ahora una matriz real cuyos elementos son los coeficientes de la trans-
2

formada de Hartley inversa y >. = 17~ siendo I7n Y I7c hiperparametros independientes
I7c

relacionados con las varianzas de las distribuciones de los datos y las incognitas respecti-
vamente.

Aplicarnos este procedimiento al problema del grillado de un mapa de anomalias gravimetricas
de 127 datos sobre la zona de la cuenca Interserrana entre las Sierras de la Ventana y
Tandil. Se utilizaron como parametros de las distribuciones respectivarnente I7c = 50
Y I7n = 0.1. Para obtener un resultado satisfactorio utilizando una aproximacion de la
transformada de Fourier discreta se necesitaron 45 iteraciones, y un tiempo de 45 minutos.
En las mismas condiciones, utilizando una aproximacion de la transformada de Hartley,
el resultado se obtuvo en un tiempo de 18 minutos.

Otra ventaja considerable es que, ante la misma disponibilidad de memoria, usando la
Transformada de Hartley es posible grillar una carta con mas cantidad de datos que
utilizando la Tranformada de Fourier.

RELACION ENTRE LA PROLONGACION EN EL DOMINIO
FRECUENCIAL Y LA DESCOMPOSICION EN VALORES SINGULARES

En los trabajos [5]y [6] se mostro una analogia entre el operador de prolongacion discreta
para campos potenciales y la descomposicion en valores singulares.
Sea Enxn la formulacion matricial de la Transforrnada de Fourier Discreta (analoga a
FH en parrafos anteriores) y sea A la matriz diagonal que contiene los coeficientes de la
prolongacion a una distancia z. Luego

es una formulacion matricial del operador de prolongacion vertical. Como EH y E son
ortogonales, pareciera que el operador hubiera sido factorizado segUn su descomposicion
en valores singulares, siendo A una matriz que juega el rol de la matriz de autovalores.
Sin embargo, EH y E son matrices complejas. Se puede formular una descomposicion a
valores singulares real usando la transformada de Hartley

donde Hnxn describe las transforrnadas de Hartley directa e inversa, y A, que es a valores
reales, es la misma que antes.
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Ademas de las posibilidades de realizar un alllilisis de resolucion (por ejemplo [7]), de la
ecuacion (13) se puede deducir un algoritmo practico para usar en problemas inversos de
campo potencial. El corte de frecuencias es equivalente al descarte de autovalores. Las
frecuencias mas altas para las cuales la inversion en el dominio frecuencial tiene una buena
resolucion dependen principalmente de la profundidad m3.xirna de la estructura causante
([8]; [9]) y por 10 tanto, si hay demasiados datos es necesario descartar un gran nlimero
de autovalores, digamos p. El operador de prolongacion hacia abajo en.,la ecuacion (11)
se convierte en

Ae = H'[ AcHe (14)

donde He es una matriz n - p x n que al ser multiplicada por el vector de los datos conduce
a los n - p coeficientes de la transformada de Hartley que corresponden a los n - p auto-
valores restantes, Ac es una matriz diagonal de orden n - p que contiene los autovalores
no descartados, y el producto por H'[ opera solo sobre las frecuencias restantes.

En problemas inversos iterativos, cuando se necesita calcular la prolongacion hacia abajo
de un vector de datos g repetidamente, la aplicacion del operador (14) en la forma

puede ser ventajoso sobre el caIculo de las frecuencias de corte de las transformadas
rapidas de Fourier completas.

Mas alin, para el calculo directo de la respuesta del modelo en cada iteracion, utilizamos
una forma discreta de la expresion de Parker [10] en terminos de la transformada de
Hartley. Cuando se buscan resultados solo para un nlimero limit ado de frecuencias, el
algoritmo opera mas nipido y los resultados son numericamente idE'mticos a los que se
obtienen con la sumatoria de Parker de la transformada rapida de Fourier completa.

En su aplicacion en dos ejemplos, hemos mostrado que la transformada de Hartley es mas
ventajosa que la de Fourier cuando se necesita estimarla por metodos diferentes a los de
la transformada rapida. En el primero hemos reemplazado la estimacion de la trasnfor-
mada de Fourier discreta mediante inversion lineal, obteniendo una ventaja considerable
en el tiempo utilizado para el grillado de una carta de anomallas gravimetricas. En el
segundo hemos encontrado que la relacion entre la prolongacion en el dominio frecuencial
y la descomposicion en valores singulares en problemas de campos potenciales tambien
arroja mejores resultados cuando se reemplaza la transformada de Fourier discreta por su
equivalente de Hartley.
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