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Urn algoritmo simples porem eficiente para reduviio da banda de matrizes simetri-
cas esparsas de conectividade tais como matrizes de rigidez e redes de distribuiviio
de agua e apresentado.

o procedimento toma uma sequencia arbitraria de entrada e cria uma nova se-
quencia para os sistemas complexos de redes, renumerando os indices dos nos
procurando otimizar a banda. Assim, consideravel economia de memoria no ar-
mazenamento e tempo de computaviio e alcanvado na soluvao dos sistemas envol-
vidos.

Varios exemplos siio apresentados para demonstrar a confiabilidade e eficiencia
do processo proposto.

A simple but efficient automatic algorithm for reducing the bandwidth of symmet-
ric sparse connectivity matrices like stiffness matrix and water distribution net-
work is presented.

The procedure takes an arbitrary input sequence and creates a new sequence for
complex network systems by renumbering the node labels looking for an optimal
bandwidth. Thus, considerable improvement for computer storage and time is
achieved in the solution of the systems

Several examples are presented to demonstrate the reliability and the efficiency of
the method.



Para reduzir a banda de uma matriz esparsa, procurou-se elaborar, em beneficio da simplici-
dade, urn procedimento baseado em apenas dois criterios para obter uma nova nUmera«aO
para os pontos nodais de uma rede de conectividade qualquer. Nesta fase da analise a largura
da banda e considerada como a maior diferen«a que ocorre entre os numerais de n6s conecta-
dos. Como sera visto nos exemplos, os resultados obtidos pelo programa desenvolvido sac
altamente satisfat6rios, raramente nao alcan«ando os melhores resultados apresentados na
bib liografia.

Para compreensao dos dois criterios usados pelo algoritmo proposto, vamos supor a treli«a da
figura abaixo, cujos n6s foram numerados de modo a obter a menor banda possive\.

2 4 6 8 10
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A seguir esta apresentada uma tabela com os n6s, a matriz [me] de suas conex5es, a
soma dos termos de uma linha da matriz [me] dividida pelo numero de termos (soma ponde-
rada) e a soma dos valores extremos de cada linha.

N6 Matriz de Soma Soma dos
conexao rme 1 ponderada extremos

1 1 2 3 2,0 4
2 2 1 3 4 2,5 5
3 3 1 2 4 5 30 6
4 4 2 3 5 6 4,0 8
5 5 3 4 6 7 5,0 10
6 6 4 5 7 8 6,0 12
7 7 5 6 8 9 7,0 14
8 8 6 7 9 10 8,0 16
9 9 7 8 10 8,5 17
10 10 8 9 9,0 18

Observa-se na tabela que quando a numera«ao dos n6s e conveniente, a matriz de conexao
[m] apresenta as colunas soma ponderada e soma dos extremos em ordem ascendente.

o algoritmo desenvolvido procura a partir de uma numera«ao original arbitraria dos n6s, uma
nova numera«ao que satisfa«a na medida do possivel esses dois criterios. Nao ha garantia de
se obter 0 minimo absoluto para a banda - nenhum procedimento garante 0 minimo absoluto -
mas uma banda pr6xima da ideal pode ser conseguida. Outra caracteristica de todos os pro-
cessos e que a numera«ao original afeta 0 resultado obtido.

Em linhas gerais 0 programa desenvolvido e atraves de ciclos, procurando convergir para uma
numera«ao apropriada, segundo os passos abaixo descritos:



I. Leitura dos pontos nodais de cada elemento da estrutura (ou rede).

2. montagem da matriz [me] de conexao dos nos e do vetor{ncolm} que define 0 numero de
elementos de cada linha da matriz [me].

3. Calculo do vetor da soma ponderada {ps} e sua ordena~ao em ordem crescente, obtendo 0

vetor {ordem) que relaciona as altera~oes da ordena~ao de {ps} (procedimentos POlldSum
e Ordena do programa).

4. Baseado no vetor {ordem}, altera-se as linhas e colunas da matriz [me]. procurando satis-
fazer este criterio da soma ponderada. 0 ajuste das colunas segue uma tecnica especial: a
matriz apos a troca simples das linhas e percorrida em sua totalidade e troca-se todos os
numeros relacionados, isto e, se por exemplo a Iinha 3 foi trocada com a 7, cada vez que 0

numero 3 for encontrado, ele e substituido pelo 7 e vice versa. Desta forma preserva-se as
conexoes corretamente.

5. Determina-se urn vetor {ordem final} que relaciona a numera~iio original com a atual. Este
vetor e 0 seu valor anterior, alterado segundo 0 vetor {ordem}. Notar que 0 vetor {ordem}
reproduz apenas a ultima altera~iio (corrente), enquanto 0 vetor {ordem final} vai acumu-
lando todas as altera~oes para manter 0 elo com a numera~iio original.

6. Determina-se a largura da banda. Se esta for menor que a banda minima obtida nas fases
anteriores, guarda-se seu valor bmin eo correspondente {ordem final} minimo.

7. Repete-se os passos 3, 4,5 e 6 para 0 criterio da soma dos extremos (vetor {es} - procedi-
mento £xlreSum). .

8. Repete-se 0 processo completo, isto e, ordena~iio e conseqiiente altera~oes de [me], ate que
os dois criterios estejam ordenados ou a banda niio tenha sofrido altera~oes a urn certo
tempo ou ainda atingiu-se urn numero maximo prescrito para os cielos, evitando eventuais
ciclos infinitos.

Os passos 4, 5 e 6, estiio agrupados no procedimento Change do programa.

No final do processo 0 vetor {ordem final}minimoe 0 que relaciona a numera~iio original com a
primeira numera~iio obtida que conduz it banda minima conseguida pelo algoritmo. Obser-
vou-se nos exemplos processados, que 0 valor minima da banda niio e estacionario; algumas
vezes e obtido nos primeiros cielos, voltando a crescer - mesmo que Iigeiramente - e niio re-
tornando ao valor minima apesar de muitos cielos completos serem processados posterior-
mente.

Nos inumeros testes realizados em dezenas de "redes", observou-se 0 seguinte:

• As altera~oes sofridas na largura da banda sao mais acentuadas nos primeiros cielos;

• Para uma mesma malha e mesma numera~iio original, se houver uma inversiio na ordem
dos criterios, isto e, iniciar-se os ciclos pelo criterio da soma dos extremos em lugar do
criterio da soma ponderada, 0 resultado final para 0 valor da banda minima pode ser dife-
rente.

• Ao sair de urn criterio niio ha garantia que ele esteja ordenado, pois a fase que altera as
colunas troca numeros na linha, modificando os valores da soma ponderada ou da soma
dos extremos, podendo portanto afetar sua ordenayao.

A observa~iio destes fatos e 0 desejo de aplicar "perturba~oes" - mesmo que pequenas - na
matriz de incidencia conduziu para uma altera~iio no procedimento que ordena os vetores da
soma ponderada e soma dos extremos; passou-se a trocar de linhas tambem valores iguais
(e1assicamente so se efetua troca de linhas em uma ordena~iio caso os valores sejam diferen-
tes, pais normal mente niio ha porque ordenar valores iguais). Isto afeta a fase seguinte do



acerto das colunas e favorece encontrar outros arranjos que podem melhorar a banda. Notou-
se tambem que com esta alterayao deixou de influir nos resultados a inverslio da ordem dos
criterios dentro de urn ciclo. E certo que esta altera9lio prejudica 0 tempo de processamento.
Assim, a criterio do usuario, basta alterar no procedimento que ordena itens 0 sinal da expres-
slio que compara os hens; 0 sinal <= ou apenas < e a (mica altera9lio necessaria para privilegi-
ar ou 0 tempo (sinal <=) ou a banda minima (sinal <), lembrando que a diferen9a nos valores
obtidos para a banda minima e pequeno, assim como no tempo de processamento, principal-
mente com os computadores atuais, cada vez mais velozes.

Baseado nestas observa90es e nos resultados obtidos nos testes, outra altera9lio no procedi-
mento "linear" acima sugerido conduziu a resultados melhores: antes de se trocar de criterio,
repete-se algumas vezes a ordena9lio para 0 mesmo criterio antes de se passar para 0 outro,
isto e, para cada ciclo completo (extemo), efetua-se varias vezes a ordena9lio - se necessaria -
segundo cada urn dos criterios (ciclos intemos).

Os resultados apresentados neste trabalho foram obtidos com a defini9lio dos valores 15 para
numero maximo de ciclos completos (extemos) e 5 para maximo dos dois ciclos intemos. Isto
significa que em casos extremos, 0 numero maximo de muda09as na matriz de incidencia e
150. Nas paginas apos as conclusoes finais e referencias bibliograficas estlio incluidos os flu-
xogramas do algoritmo e seus procedimentos (subrotinas).

A tabela 1 compara os valores obtidos para seis exemplos amplamente divulgados e analisa-
dos par diversos autores. Estes exemplos silo apresentados por Grooms [1] e estao numerados
na mesma ordem do artigo para facilitar eventuais consultas, uma vez que as respectivas figu-
ras nlio puderam ser reproduzidas por economia de espa90.

TABELA 1 - Bandas obtidas com varios algoritmos

Exemplo Banda Autores Presente
original rIl r21 r31 r41 r51 r61 Pl r81 r91 trabalho

1 15 3 3 2 2 3 5 5 3 2 3
2 36 7 5 5 5 5 12 7 7 5 5
3 18 5 4 4 4 4 5 5 5 4 4
4 37 7 9 9 8 9 9 9 8 9 7
5 52 19 19 - 16 - 26 28 - 21 16
6 16 9 7 - 6 7 9 9 7 8 7

A tabela 2 compara os resultados obtidos par Akhras & Dhatt [2] para os exemplos apresenta-
dos em seu artigo com os nomes WHELL,WAT,CAV e CIR. Tambem pelo motivo acima
mencionado, as figuras nlio estlio reproduzidas. Os 10 exemplos incluem figuras planas e tri-
dimensionais formadas por barras e portanto com dois nos por elemento e figuras formadas
por superficies, discretizadas em elementos triangulares com tres ou seis pontos nodais, ele-
mentos quadrilateros com oito pontos nodais e para as nilo planas, elementos hexaedricos com
oito pontos nodais, contemplando portanto a maioria de discretizay5es possiveis para estrutu-
ras e redes de distribuiyao.



TABELA 2 - Resultados obtidos para bandas
Exemplo WHELL WAT CAY CIR
Banda original 67 48 36 39
Akhras & Dhatt r21 27 10 18 25
Presente trabalho 27 8 17 25

Foram incluidos mais 2 exemplos de estruturas comuns na area de Engenharia Civil e analisa-
dos pelo autor. 0 primeiro e urn galpao industrial de estrutura metalica com cobertura em
duas aguas e lanternim (figura 02) e 0 segundo e urn portico de edificio de concreto armado
(figura 03). As respectivas figuras apresentam os resultados obtidos pelo programa.

A vista da simplicidade do algoritmo proposto e resultados obtidos, julga-se que 0 trabalho foi
concluido com sucesso. A implementa9ao deste procedimento nos programas de estruturas
conduz a uma indubitavel melhora de eficiencia. Alem da economia de memoria, tempo de
computa9ao e precisao dos resultados, a incorpora9ao do algoritmo permite que a numera9ao
dos pontos nodais dos elementos seja liberada para facilitar eventual gera9ao automatica dos
nos e elementos, mesmo que prejudicando "a priori" a largura da banda.
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Numero de elementos (barras) = 80

NCrmero de pontos nodais = 43
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montar matriz [me] e vetor lneolm!
determiner a banda iniclal iband( 1)

ibmin=iband( 1)
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