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RESUMO
A resolu~ao de problemas de grande escala necessita de tecnicas especializadas. A
ferramenta mais atual e 0 processamento em paralelo. Essa ferramenta e usada em
conjunto com a tecnica da subestrutura~ao, que consiste em dividir 0 dominio do problema.
gerando uma malha que e chamada de malha grossa. Usando a malha grossa monta-se um
sistema de equavoes que e chamado de sistema reduzido. Este sistema e resolvido usando 0

metodo do gradiente condicionado pre-colldicionado. Este trabalho propoe a construvao de
urn pre-condicionador resultante da mudan~a de bases dos contomos das subestruturas
para bases hierarquicas.

ABSTRACT
The solution of very large scale problems requires specialized methods. The most recent
tool is the parallel processing. This tool is used together with the substructuring technique,
which consists in splitting the domain of the problem, generating a coarse mesh. The
coarse mesh is assembled into a system of equations named the reduced system. This
system is solved by using the pre-conditioned conjugate gradient. This work is devoted to
the construction of a pre-conditioner resulting from the modification of the shape functions
on the contours of the substructures into hierarchical basis functions.

A evolu~ao acelerada do hardware e software nos anos noventa tern permitido explorar novos tipos de
calculos que antes eram impossiveis ou muito dificeis de se realizar. No ambito do desenvolvimento de
software, urn dos maiores progressos foi a introduvao da filosofia da programa~ao orientada a objetos.
Neste trabalho, esta nova filosofia de programa~ao foi utilizada na implementa~ao da subestrutura~ao
dentro da analise estrutural.

A subestrutura~ao vem se mostrando 0 melbor caminho para a solu~ao em paralelo de grandes sistemas
de equa~oes lineares e nao lineares, que surgem quando problemas elipticos de elasticidade, dinamica
dos fluidos, e outros problemas de engenharia sac discretizados por elementos finitos. Apos a divisao do
dominio em subdominios (tambem chamados de super-elementos), estes sao distribuiJos entre os
processadores. As variaveis intemas de cada subdominio sac reduzidas, obtendo-se urn novo sistema
referente as variaveis do contomo de cada subestrutura. Este novo sistema e cheio, pois e resultante de
operavOes de multiplica~ao e adi~ao de matrizes. Para este novo sistema, 0 metodo de resoluvao mais
conveniente e 0 metodo do gradiente conjugado pre-eondicionado, pois este e altamente paralelizilvel e a
sua convergencia pode ser acelerada com a utiliza~ao de pre-condicionadores.

Este trabalho inicialmente apresenta uma revisao geral da tecnica de subestruturavao para depois
propor uma pre-condicionador construido usando funvoes de forma das fronteiras entre os subdominios.
Como primeiro passo muda-se as funvOes de forma das fronteiras tendo como resultado uma base
hierarquica. Com esta nova base constroi-se 0 pre-condicionador que tern dois blocos. Urn destes estil
referido as fun~Oes da interface, e outro as fun~Oes correspondentes aos nos internos de cada
subdominio. Os testes numericos mostraram que esie pre-eondicionador diminui drasticamente 0

numero de condicionamento da matriz tanto na aproxima~o tipo h e tipo p.
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A modelagem de um problema de grande escala pode ser organizada pe!a discretiza<;ilo da equa<;ilo
diferencial em elementos finitos dentro de subdominios. A ideia central e dividir 0 problema para
resolve-lo, i. e., "dividir para conquistar". Em cada subdominio tem-se nos internos e nos de interface
(ou de fronteira). Entende-se por nos internos aqueles que so pertencem a um subdominio, e nos de
fronteira aqueles que pertencem a mais de um subdominio.

Num problema elastico, cuja formula<;ii.o variacional pode ser expressa por:

GQ(UiI• viI)= f(viI)

an(u,v)= f £'Ik1 CUi ~k S
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I(v)= f /;vi dx,dx2 + f Siv,d
n in,

£,l
kl e 0 tensor das constantes elasticas de Hooke. Este tensor de quarta ordem satisfaz a condi<;ilo de

simetria E'jkl = Eli"' = Eijlk= Eklij Os vetores dos deslocamentos no sistema cartesiano silo U = (UI ,u]),
V = (VI, vz). Ii e a for<;a de volume, no caso, 0 peso proprio, e Si e a for<;a aplicada ao corpo na por<;ii.o

8n, do contorno en = all v al2 v al3 conforme mostra a Figura I.
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Com a introdu<;ilo das fun<;6es de base {'Pi} do espa<;o V' e possive! usar as fun<;6es de forma

uil = LX/Pi e vh = LX 1'P} para formar 0 seguinte sistema de equa<;6es:

Uma vez que a integral sobre todo 0 dominio n pode ser escrita como a soma de integrais sobre
subdominios, a matriz de rigidez pode ser calculada como a soma das integrais sobre os subdominios.
Sobre cada subdominio s pode-se definir 0 seguinte problema:

As fun<;6es de forma {'P,} de cada subdominio silo divididas em dois conjuntos. Um conjunto e das

fun<;6es de base {/PI}' i E I,apoiadas no interior do subdominio, Dutro conjunto e das fun<;6es de base



{tp, }, i E T. que tern valores diferentes de zero em peto menos numa das interfaces on H do

subdominio. Na Figura 2 e mostrado urn exemplo com dois subdominios usando func;Oes Iineares de
interpolac;30.

Onde a matriz s= an - aTlal~la!Te chamada de complemento de Shur.

Este problema pode ser resolvido em dois passos:

Com cada sistema do passe I, constroi-se urn sistema de equac;Oes global que permitira calcular os
graus de liberdade de todas as interfaces bn, do dominio inteiro, expresso por:

o.
F = "[f- -a-auf]LJ I II j,

Este novo sistema e chamado de sistema reduzido ou sistema de interface, e pode ser resolvido par
metodos iterativos pre-condicionados ou diretos. lustifica-se 0 usa de metodos iterativos, tais como 0
gradiente conjugado pre-condicionado (quando 0 sistema e simetrico) pelas seguintes razOes:

- 0 sistema reduzido ainda pode ser grande,



- 0 sistema reduzido nao e um sistema esparso e usar metodos diretos seria muito dispendioso
em tempo e memoria.

- No ambito do processamento em paralelo, a eficiencia da resolu9ao por metodos diretos nao
necessariamente aumentani com 0 mimero de processadores.

- Ainda este sistema freqiientemente e mal condicionado,

Resumindo pode se dizer que a subestrutura9ao usa inicialmente metodos diretos em cada subdominio e
metodos iterativos para resolver 0 sistema reduzido. Nota-se que a redu9ao estittica pode ser feita em
paralelo em cada subdominio e que 0 sistema reduzido pode ser resolvido com 0 gradiente conjugado
pre-condicionado, que e altamente paralelizivel.

Assume-se que apos 0 dominie n ter sido dividido em elementos, as subestruturas ni sao formadas por
conjuntos de elementos tal que nao exista acoplamento entre subestruturas (ni n OJ = 0). Na malha
bidimensional de subestruturas (tambem conhecida como malha grossa) reconhece-se que os nos podem
pertencer aos seguintes tres conjuntos:

1.0s vertices: Sao os nos que pertencem a dois ou mais subdominios e pertencem ao contorno do
dominio.

2.As interfaces enlre subeslruturas: Nos que pertencem a dois subdominios e nao pertencem ao conlorno
do dominio ..

3.Nos Internos: Nos que pertencem a uma subestrutura apenas.

Conforme ja foi mencionado, as variaveis correspondentes aos nos internos a cada subdominio sao
primeiro eliminadas. 0 sistema resultante desta redu9ao envolve apenas variaveis das interfaces. Este
sistema e resolvido pelo metodo do gradiente conjugado.

Este trabalho usa esta sistematica, que tambem e comum a outros artigosja publicados [I], [2], [3], [4],
[5] e [6]. Todos estas publica90es se diferenciam entre si pelo tipo de pre-eondicionador implementado.

Antes de montar a matriz K, os vertices V sao renumerados e em seguida os nos de interface B. Seja a
matriz de rigidez com posta por quatro blocos, conforme mostrado abaixo:

Vma das condi90es para que urn pre-eondicionador seja eficiente e que ele tern que ser parecido com a

matriz pre-condicionada, tal que KM-t = 1,onde Mea matriz pre-eondicionadora. Ater.dendo a essa

condi9ao, para a matriz M inicialmente foi construido 0 pre-eondicionador sem levar em conta 0

acoplamento existente entre os subdominios, ou seja, foram usados somente os blocos K vv e K BB'

conforme mostrado abaixo:

M _ [Rvv 0]
o KBB

Porem, esta tecnica nao traz bons resultados, pois as fun90eS de forma de cada vertice tern apenas uma
influencia "local". Esta influencia e uma aproxima9ao isolada dos vertices que nao tem acoplamento
com outros nos do dominio. A Figura 3 mostra as fun90es de forma dos vertices da malha grossa.

Do apresentado, conclui-se que caso as subestruturas tern poucos elementos, as fun90es de forma dos
vertices aproximarao melhor 0 problema. No caso oposto, i. e., se dentro dos subdominios exiSlem
muitos elementos, as fun90es de forma dos vertices nao aproximarao bem 0 problema. Assim conclui-se
que a eticiencia deste pre-condicionador e inversamente proporcional ao numero de elementos dentro de
cada sub-dominio.



Para contornar 0 problema da influencia local dos vertices implementou-se a mudanca de bases das
funC6es de forma relacionadas aos vertices. Com essa ideia procurou-se conseguir que as funcoes de
forma dos vertices tivessem uma influencia ao longo de cada interface. Como resultado dessa ampliaciio
rla influencia dos vertices sobre a interface, 0 espaco formado pelas novas funcoes dos vertices e as
funC6es das interfaces resulta numa base hierarquica.

A mudanca para bases hierarquicas tern suas origens na tecnica "multigrid". Esta tecnica tern como
base a criaciio de subniveis de refinamento construindo-se sempre duas novas funcoes de forma lineares
a partir de uma outra que esta num nlvel superior imediato [7] (ver Figura 4).

Existem artigos onde se usa a mesma tecnica mencionada acima, mas a mudanca de base acontece
apenas nas interfaces dos subdominios e niio no dominio inteiro (ver ref. (8)). Na referena (9),
MANDEL prova teoricamente que 0 pre-eondicionador construido usando bases hierarquicas do tipo p
tambem converge com taxas quase otimas .

Seja V 0 espaco das funcoes de todo 0 dominio, constituido por tres subespacos:

o espaco Vh"mon,o das funC6es referentes aos nos internos de cada subdominio;

o espaco i7 B das funcoes referentes as interfaces;

o espaco i7 v das funcoes referentes aos vertices

o espaco de funC6es de forma pode ser expresso como:

V = V h.nnoni,o E!1i78 E!1~7v



As fun~iies usadas foram construidas usando-se polin6mios de Chebichev e poliniimios Lagrangeanos.
Na Figura 5 sao l1lostradas as fun~iies de fonna de ordem cubica ao longo das interfaces.

Para obter 0 valor da fun~ao ¢" sobre 0 no k de tal l1laneira que tenha uma distribui~ao linear a longo
da interface, usa-se a seguinte fonnula:

'--v----'
f,

Onde rk e a distiincia entre 0 vertice atual Vi e 0 no k. A variiivel L representa a distiincia entre os
vertices v'_v'da interface. A Figura 6 l1lostra esquematicamente como sao definidas as distiincias rk e L .

\

A fun~iio lea fun~iio de fonna linear sobre 0 no k. A Figura 7 mostra como 0 valor de ¢" e
distribuido lineannente ao longo da interface.



Depois da mudanya de bases 0 espayO das funyoes de forma resulta em:

V = V harmm,;,o EB VB EB V;,
Na Figura 8 mostram-se as funyoes de forma da Figura 7 depois de distribuir linearmente as funyoes
dos vertices,

Apos ter sido mudada a base dos vertices com a inten.yiio de se estender a influencia de suas funyoes, de
maneira a permitir urn acoplamento entre os vertices de subdominios proximos, constr6i-se 0 pre-
condicionador. Este e construido sem levar em conta 0 acoplamento das funyOes¢ dos vertices com as

funyOes ¢ das interfaces, Conforme ja foi mencionado anteriormente, os vertices siio numerados
inicialmente, e em seguida as interfaces, Sendo assim 0 pre-condicionador tera dois blocos na diagonal.

o primeiro bloco refere-se aos vertices com a mudanya de bases ( Kvv ) e 0 segundo bloco as interfaces

(KBB),

M =[Kvv _0]° KBa

Cabe ressaltar que 0 segundo bloco K Ba na verdade e urn conjunto de blocos Di, onde cada bloco
representa a matriz de rigidez local de uma interface na malha dos subdominios, ou melhor, 0 bloco

K aa reune as matrizes de rigidez das interfaces como mostra a Figura 9.
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matriz A" ou simplesmente "numero de condicionamento da matriz A". Onde AI eo autovalor maximo e
A." e autovalor minima da matriz de rigidez. Pode-se provar que as matrizes ditas "mal condicionadas"
tern valores grandes de K2(A), enquanto que as matrizes com valores pequenos de K2(A) sao "bem
condicionadas". Existem ainda as matrizes ortogonais, que sao "perfeitamente condicionadas", para as
quais K2(Q)= I. Sabe-se tambem que dizer uma matriz A e mal condicionada uma taxa de convergencia
lenta. Os problemas de convergencia lenta e mal condicionamento tern que ser evitados. A maneira mais
comU111e construir urn sistema equivalente onde 0 numero de condicionamento seja mais favonivel.

Para observar 0 comportamento do pre-condicionamento frente ao refinamento tipo h foram criados
varias malhas de superelementos. Cada superelemento. que inicialmente tinha 4 elementos, foi refinado
para 9 elementos, em seguida para 16 elementos, e por ultimo para 25 elementos. Todas estas
aproximac;:6es usaram uma ordem de interpolac;:ao quadratica.

Para 0 estudo da adaptatividade tipo p 0 dominie foi discretizado em 9 subdominios, sendo que cada
subdominio foi dividido em 4 elementos. 0 grau de interpolac;:ao inicial foi cubico, incrementando-se urn
grau a cada refinamento ate 0 setimo grau.

A Tabela I mostra os autovalores maximos e minimos das matrizes K e M,I K obtidos para uma
problema de Poisson com condic;:aes de Dirichlet em todo 0 contomo do problema.

o melhoramento do condicionamento da matriz tambem teve bans resultados para 0 problema elastico
descrito a seguir. Foi utilizado 0 dominio retangular dos primeiros testes, tendo como condic;:6es de
contomo dois lados paralelos engastados e as outros livres, com uma carga uniformemente distribuida
sobre urn dos lados livres. Na Tabela 2 podem ser observados os resultados dos calculos dos

autovalores maximos e minimos para a matriz K eM' K. Igualmente ao teste anterior, estas matrizes
correspondem as novas bases.

0=2 4 ELEMENTOS POR SUBDOMiNIO
4 9 16 25 0=4 0~5 0=6 0~7

A(Klm• 0.0820 0.0849 0.0858 0.0860 0.0177 0.0083 0.0054 0.0032

A.(Klm", 4.0570 3.8308 3.6476 3.5213 2.8707 2.8734 2.8737 2.8735

A(Klm.,.lA(Klm• 49.5014 45.1440 42.5270 40.9538 162.4348 346.0888 531.0021 899.3582

A(M"Klm. 0.2263 0.1854 0.1623 0.1471 0.1584 0.1342 0.1181 0.1064

A.(M"Klm", 16780 1.7172 1.7409 1.7572 1.7194 1.7507 1.7726 1.7892

A(M"Klm",IA(M"Klm• 7.4140 9.2603 10.7293 11.9454 10.8527 13.0422 15.0146 16.8155

0=2 4 ELEMENTOS POR SUBDOMiNIO
4 9 16 25 0=4 0=5 0=6 0=7

A(Klmn 0.0550 0.0551 0.0546 0.0535 0.0110 0.0052 0.0035 00020

A(K)m", 4.2059 3.9870 3.7871 3.6433 3.0492 3.0465 30467 3.0465

A(Klm.,.lA(Klmn 76.4845 72.3790 69.3420 68.0445 278.3374 583.6257 861.4~ 14 1501.7991

A(M"Klmn 0.1782 0.1471 0.1294 0.1178 0.1428 0.1261 0.1061 00984

A(M"Klmax 20771 2.0887 2.0953 2.0995 2.0908 2.0971 2.1037 2.1064

A(M"Klm""IA(M"Klmn 11.6545 14.2027 16.1899 17.8248 14.6399 16.6319 19.8197 21.3973



condicionamcnto da matriz de rigidez Embora esta redu9ao seja mais eficiente na adaptatividade tipo p.
o efeito 0 0 mesmo. pois a redu9ao leva aos mesmos nivcis de numero de pre-condicionamento que os
obtidos na adaptatividade tipo h. Observou-se que 0 pre-condicionador teve um born desempenho para 0

problema elastico. il mcdida em que 0 numcro de condicionamento melhorou bastante. comportamento
deste pre-condicionador tcm uma tendencia a ter 0 mesmo comportamento para as adaptatividades tipo
pc tipo h para ordens de intcrpola9ao altas e malhas com alto grau de retinamento.
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