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Se presenta una generalizacion del clasico elemento rectangular pa-
ra placas delgadas isotropas desarrollado por Bogner y colaborado-
res en la decada del sesenta. con el fin de abordar problemas de
vibraciones transversales de placas rectangulares ortotropas. Se
obtienen las frecuencias de los primeros modos de vibraci6n libre
de la placa cuadrada. con tres tipos de vinculacion. Los resultados
se comparan con valores disponibles en la literatura especializada.
Se concluye que el nue,o elemento propuesto. tipo Bogner. produce
resultados de excelente precisi6n.

The present paper deals -ith an extension of the rectangular plate
element developed by Bogner et al. in the 60's. in order to tackle
trans,erse ,ibrations problems of thin rectangular orthotropic pla-
tes. Values of the frequencies are obtained for the square plate
with three different t!~es of boundary conditions. The results are
compared with values a,allable in the open literature. It is con-
cluded that the newly deyeloped Bogner-type element yields excel-
lent accuracy.



El bien conocido elemento rectangular para placas delgadas is6tropas desa-
rrollado en 1966 por Bogner y colaboradores [1], y dos afios mas tarde pro-
puesto en forma independiente por Mason [2], exhibe un excelente comporta-
miento en la convergencia y precisi6n de los resultados, tanto en problemas
estaticos como dinamicos. La conveniencia de disponer de un elemento finito
similar, para el analisis dinamico de placas rectangulares ort6tropas, y la
infructuosa busqueda de un desarrollo analogo en la bibliografia disponible,
indujeron a utilizar las mismas funciones de forma, propuestas por Bogner,
para obtener las propiedades de rigidez del elemento ort6tropo [3]. Con este
nuevo algoritmo se hicieron comparaciones de resultados del coeficiente de
frecuencia de placas cuadradas, con tres configuraciones de vinculo: apoyada
en el contorno, empotrada en el contorno, y empotrada en un borde con los
otros tres libres (placa cantilever). En estos tres casos tambien se trans-
criben los valores obtenidos con el c6digo Algor Professional Mech/E, utili-
zando el elemento placa con formulacion de Fraeijs de Veubeke [4].

En la Figura 1 se muestra el dominio de definicion del elemento rectangular
en el sistema local de coordenadas x-yo
En la misma figura se indica la numeracion
local de 105 cuatro nodos (vertices).

El desplazamiento transversal w, sus deri-
vadas primeras ow/ax, ow/By, y la derivada
segunda a2w/aXay, son 105 grados de liber-
tad adoptados en cada nodo. E1 vector de
de 105 desplazamientos nodales se escribe:

~
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Figura 1: Dominio de defini-
cion con numeraci6n local de
105 nodos del elemento.

We } t = [w, (ow/ax), (ow/ay),

Introduciendo variables adimensionales (~= x/a; ~ = y/b), con los polino-
mios interpolantes adoptados por Bogner se derivan las siguientes funcio-
nes de forma:
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La energia de deformaci6n de la placa delgada, con direcciones principales
de ortotropia coincidentes con los ejes coordenados. se escribe [5]:
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donde: h es el espesor de la placa; E1,E2 son los m6dulos de elasticidad
y lJ

1
,lJ2 los coeficientes de Poisson (E

1
lJ2=E2lJ

1
); G es el m6dulo de elas-

ticidad transversal.

Reemplazando (2) en (3) e integrando sobre el dominio de definici6n del ele-
mento rectangular, se obtiene:

u = ~ {welt ~ {a2[k(ll] + 0 a-2[k(2l] + ~[k(3l] + lJ2[k(4l]} {we} (5)

donde: a = b/a; 0 O2 / 01; ~ = 20k / 01
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[k(3l] = 2 So So [N~T)]t[N~~] d~ dry

[k(4)] = S: S: { [N~~]l[N~] + [N~]t[N~~] } d~ d~

Cada subindice denota derivaci6n de las funciones de forma con respecto a la
variable adimensional indicada.
Para el caso particular de placa is6tropa, se cumple:



Por consiguiente, la matriz de rigidez del elemento is6tropo se expresa:
[k] = A {<i[k(1)] + a-2[k(2)] • [k(3)] + I) [k(4)] - I) [k(3)j } (7)

E h3donde: D = ----
12(1-1)2 )

En la referencia [1] se encuentra la siguiente expresi6n para la componente
generica de la misma matriz:

En la Tabla 6 de la misma referencia se dan los valores numericos de 1:;),
-(2) -(3) -(4) -)'ij , )'ij , )'ij , \ j Y Ilij para i = 1 .. 16, j = 1 .. i.

De la comparaci6n de (7) Y (8) se deduce:

k( 1) - ( 1 ) aLj bllij k(2) -(2) /ij biiij
i j )'ij i j )'ij

(9)

k(3) -(3) aLj bllij k( 4) ( -(3) -(4) ) aLj bllij)'ij )'ij • )' .1j ij 1 J

En consecuencia, con los valores numericos dados en [1] se expresa, en for-
ma directa, la matriz de rigidez del elemento ort6tropo.

En cuanto a la componente generica de la matriz de inercia, en la misma re-
ferencia viene dada por:

Los valores de
Bogner et al.

-(5))'ij se encuentran en la misma Tabla 6 de la publicaci6n de

Para comprobar la calidad del elemento, se resolvieron diversos casos de
placas delgadas cuadradas con soluci6n conocida, exact a 0 muy aproximada, de
las frecuencias naturales. Para el calculo de los autovectores y autovalores
~e utiliz6 el metodo de iteraci6n inversa [6].
En las tablas que siguen se dan los valores del coeficiente de frecuencia,
el cual se define, para la placa cuadrada de lado a, con Q = w a2/Ph75 en el
caso de isotropia, y con Q = w a2~ cuando la placa es ort6tropa.
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Para este analisis numerico se utilizaron elementos cuadrados en todos los
modelos, de modo que los lados de la placa tienen el mismo numero (n) de di-
visiones de igual longitud. En la segunda columna de las tablas se consignan
los grados de libertad una vez aplicadas las restricciones de vinculo, y las
condiciones de simetria, 0 antimetria, en los casos resueltos con la mitad 0
la cuarta parte de la placa.

Tabla
n
5

10

* Modelo de un cuarto de placa; ** idem, resuelto con ALGOR;
*,** grados de libertad para modos con doble simetria.

Tabla
n
5

10

* Modelo de un cuarto de placa; ** idem, resuelto con ALGOR;
*,** grados de libertad para modos con doble simetria.

* Modelo de la mitad de la placa; ** idem, resuelto con ALGOR;
*,** grados de libertad para modos simetricos.

Cabe destacar que los resultados obtenidos con Algor, en el caso de la placa
cantilever, no son cotas superiores, debido al metodo adoptado en la dlstri-
buci6n de la masa, el cual implica mayor efecto de inercia cuando hay bordes
sin restricciones.



n gl 01 02 OJ 04
J 100 15.6u62 35.6220 44.7449 62.4856

10 400 15.6053 35.5877 44.6903 62.4249
20 1600 15.60522 35.5855 44.6868 62.4211

"TS···*·······iiOT)" 'TS':'iJ'O'S'iTS'S "j'S':'S'S'S'j'9"" ··,i'.j.':·iJ'S·iJ·S·S--'· "'iJ'i':'.j.'i'o-g·C··
20 * 1600 15.6052150 35.585374 44.68655 62.42088
25 * 2500 15.6052148 35.585369 44.686541 62.420865
Sol. exacta 15.6052147 35.5853647 44.686534 62.420859
50 ** "'"500 15.6059 35.5882 44.6888 62.4311

* Modelo de un cuarto de placa; ** idem, resuelto con ALGOR;
*,** grados de libertad para modos con doble simetria.

Los valores exactos, dados en la Tabla IV, fueron calculados con la conocida
expresi6n:

la cual se deduce a partir de la soluci6n exacta, expresada con la siguiente
serie doble:

~ ~ rmx mnyw(x,y) = ~ ~ bnm sen -a- sen -s-

* Modelo de un cuarto de placa; ** idem, resuelto con ALGOR;
* , ** grados de libertad para modos con doble simetria.
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