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Resumo. Desenvolvemos uma técnica iterativa e eficiente para a resolucdo de sistemas
lineares grandes e mal condicionados, pensando em sua aplicacdo em sistemas lineares
gerados pelos algoritmos de ponto interior utilizados na programacao ndo linear. As idéias
apresentadas estdo baseadas no método do Gradiente Conjugado e na técnica de
precondicionamento quase-Newton de Memdria Limitada. A técnica apresentada é integrada
ao programa de otimizagdo FAIPA, Feasible Arc Interior Point Algorithm.
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1 INTRODUCAO

As técnicas iterativas para a resolucdo de sistemas lineares grandes e mal condicionados
foram desenvolvidas pensando principalmente na sua aplicacdo nos sistemas lineares que
devem ser resolvidos nos algoritmos de ponto interior utilizados na Programacédo Né&o Linear.

A solucdo de problemas de grande porte implica, em particular, na solucdo de sistemas
lineares internos ao FAIPA, com elevado nimero de equac@es. Para tal problema é feita uma
integracdo de técnicas de memdria limitada a métodos iterativos, como por exemplo, o
método do gradiente conjugado.

Nos problemas de otimizagdo da engenharia o custo computacional da sua resolucdo esta
fundamentalmente no calculo das func¢des associadas, suas derivadas, e também nos sistemas
lineares que os algoritmos de Pontos Interiores utilizados devem resolver em cada iteracao.
Outro aspecto critico quando o problema é grande € o armazenamento das matrizes e 0s
vetores utilizados.

Vaérias caracteristicas dos sistemas que devem ser resolvidos motivam o estudo de métodos
iterativos em vez de meétodos diretos, em primeiro lugar a matriz quase-Newton que compde a
matriz do sistema é cheia, seu armazenamento requer muita memoria. Por outro lado o
Método de Memoria Limitada permite armazenar informagdo suficiente para representar a
matriz sem ter que armazenar todos o0s seus coeficientes. Os métodos iterativos néo
necessitam o conhecimento explicito dos coeficientes da matriz e portanto se apresentam
muito convenientes para serem utilizados juntamente com estas técnicas de Memoria
Limitada. Desta forma pode ser reduzida substancialmente a capacidade necessaria para o
armazenamento. Em segundo lugar é possivel transformar o sistema original num outro
sistema simétrico definido positivo o que permite a utilizacdo do método do Gradiente
Conjugado Precondicionado, método que para este tipo de problemas se apresenta muito
competitivo quando comparado com os metodos diretos.

Em problemas de grande porte os sistemas lineares que devem ser resolvidos sao
freqlientemente muito mal condicionados, foi portanto necessario utilizar técnicas de
precondicionamento para acelerar a convergéncia do algoritmo. Foi desenvolvida uma técnica
de precondicionamento baseada na técnica quase-Newton de Memoria Limitada introduzida
por Nocedal e Morales® esta técnica tem como principal vantagem que pode ser utilizada sem
0 conhecimento explicito da matriz de coeficientes do sistema original pois utiliza informacéo
obtida durante a resolucdo de sistemas lineares anteriores. Além disso, ela gera o
precondicionador diretamente na forma compacta de Memoria Limitada.  Outros
precondicionadores podem ser utilizados em conjunto a técnica apresentada em Morales,
neste trabalho foi utilizado o precondicionador de Jacobi, outros métodos estdo sendo
implementados e seréo apresentados em futuros trabalhos.

As técnicas desenvolvidas foram integradas ao programa FAIPA (Feasible Arc Interior
Point Algorithm). FAIPA é um algoritmo de Pontos Interiores que resolve o problema geral
de otimizacdo ndo-linear com restricdes, ele tem sido muito utilizado nos ultimos anos e tem
se mostrado confiavel na resolucdo de problemas de otimizagdo em diversas &reas da
Engenharia®®.
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Alguns exemplos de problemas de grande porte serdo resolvidos com a técnica proposta
neste trabalho.

2 PROBLEMA DE PROGRAMAGCAO NAO LINEAR

O problema geral de programacgdo nao linear considerado € representado da seguinte
maneira:

minimize f(x), xeR"
sujeitoa  g;(x) < 0;i=1...,m 1)
e hi(x) = 0;i=1..p

Onde: x é o vetor das varidveis do projeto, f(x):R" —->9R é a funcdo objetivo,
g(x):R" — R™ é a funcdo que representa as restricées de desigualdade e h(x): R" — R" é a
funcdo que representa as restricdes de igualdade.

As condicGes de Karush-Kuhn-Tucker, correspondentes ao problema Eg. (1), sdo as
seguintes:

VI (x)+Vg(X)A+Vh(X)u=0

Ag(x)=0

120 )
g(x)<0

h(x) =0,

onde 1€ R™e u e R"sdo os multiplicadores de Lagrange que correspondem as restricdes
de desigualdade e igualdade respectivamente.

2.1 Algoritmo FAIPA

O FAIPA (Feasible Arc Interior Point Algorithm), proposto por Herskovits’® é um
algoritmo de Pontos Interiores que resolve o problema geral de otimizacdo ndo-linear dado
pela Eq. (1). Ele faz iteracbes nas varidveis de projeto (varidveis primais) e nos
multiplicadores de Lagrange (variaveis duais) até verificar as condi¢des de otimalidade de
Karush-Kuhn-Tucker.

O FAIPA parte de um ponto inicial interior a regido viavel, isto é, interior a regido
definida pelo conjunto de pontos que verificam as restricoes de desigualdade. Logo ele define
uma seqiiéncia de pontos dentro desta regido. Em cada um destes pontos € feita uma busca
linear inexata ao longo de um arco. Para calcular o arco, o FAIPA resolve trés sistemas
lineares com uma mesma matriz de coeficientes. Os sistemas que sdo resolvidos em cada
iteracdo do FAIPA e que permitem definir o arco de busca sdo os seguintes:
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B Vg Vhl[d, vf
AVg" G 0 || |=-| O 3
Vh' 0 0 ||k h

B Vg Vhi||d, 0
AV G 0 || A4 |=-]2 4)
Vit 0 0 ||

B vg vh]ld
AVgt G 0 || A |=-| AW (5)
vVht 0 0 || & LWE

Os sistemas das Eq. (3) a (5) tém a mesma matriz de coeficientes e tém sempre solucdo®. O
uso da técnica da representacdo por Memdria Limitada da matriz Quase-Newton no algoritmo
de Pontos Interiores e Arcos Viaveis (FAIPA) possibilitard um ganho computacional,
principalmente para problemas de grande porte, pois ndo sera necessario guardar a matriz
quase-Newton, B, a cada iteracao.

Em forma compacta pode-se expressar Egs. (3) a (5) pela seguinte equacédo equivalente:

B vg vh|% & d| rvf o o

AVg' G 0|4 4 Al|=-|0 4 AW (6)
t - ~E

Vi 0 0l | Lhow AW

A matriz destes sistemas ndo é simétrica e nem definida positiva, portanto ndo pode ser
aplicado o Método do Gradiente Conjugado. Se multiplicarmos a segunda equacdo deste

. . . -1 .- , . .
sistema pela matiz diagonal A~ (de elementos sempre positivos) se obtém o seguinte sistema
com a matriz de coeficientes simétrica:

B vg vh|% d d} [y

0 0
Vo' A'G 0|4 4 Al=-|0 E W ©)
Vit 0 0 - h u AW

Ho 1y M

Onde E € um vetor com cada componente igual a 1. A matriz do sistema dado pela Eq. (7)
continua sendo ndo definida. Da primeira equacdo pode-se obter as variaveis d em funcdo das
outras variaveis:
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B vg vh||% & d] [vf o o

Vo' A'G 0|4 A4 A|=-|0 E W ©)
t - ~E

Vh 00/10/11/1 h u Aw

BY(Vf + Vg, +Vhy,)

dO
dp |=-| BHVod +Viyy) (8)
d B (Vg7 +vhi)

Um sistema com matriz simétrica e definida positiva pode ser obtido substituindo a Eq. (8)
na Eq. (7) para de esta forma obter o seguinte sistema linear:
_vg'BlvE  E w
- 1 1 1 - )
to o m] |=VQ'BIVE+h ATu ATuwg

[N

Vg'B'Vg-ATG Vg'BVh| 4, 4
Vh'Bvg Vh'BVh

Apbs resolver este sistema pode-se achar as variaveis d utilizando a Eq. (8). Nos casos
onde na solugdo do problema alguns multiplicadores de Lagrange, A,, s&0 muito pequenos é
de se esperar que o numero de condicionamento da matriz simétrica do sistema da Eg. (9)
aumente muito na Ultimas iteracdes do algoritmo FAIPA, dado que GA aparece na diagonal
desta matriz. O nimero de condicionamento pode também crescer muito quando a matriz
Hessiana na solucdo apresenta autovalores menores ou iguais a zero, fazendo que a matriz B
apresente autovalores muito pequenos. Nestes dois casos, em teoria, 0 numero de
condicionamento da matriz do sistema tende a infinito. Uma das solugdes seria impor uma
cota inferior aos valores de A,e aos autovalores de B. Utilizar cotas grandes prejudica as
propriedades de convergéncia do algoritmo FAIPA. Optou-se entdo por utilizar cotas
pequenas e precondicionar a matriz para melhorar o numero de condicionamento antes de
aplicar o método interativo para resolver o sistema.

3 METODO DO GRADIENTE CONJUGADO PRECONDICIONADO

O método do Gradiente Conjugado é uma técnica iterativa para resolucdo de sistemas de
equacdes lineares com a matriz de coeficientes simétrica definida positiva.

Ax=b (10)

A velocidade de convergéncia do Metodo do Gradiente Conjugado assim como outros
métodos iterativos depende de caracteristicas da matriz de coeficientes do sistema. Os
métodos iterativos com precondicionamento resolvem o seguinte sistema:

M~tAx=M b (11)
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Onde M ¢é denominada precondicionador da matriz de coeficientes. O método iterativo fard
um menor numero de itera¢cdes quanto mais proximo de 1 estiverem os autovalores da matriz
de coeficientes resultante M™*A. Por exemplo, se na Eq. (11) a matriz M for a prépria matriz A
0 sistema resultante fica com a matriz de coeficientes igual a matriz identidade. De maneira
geral, ndo pode ser tomada M igual a matriz A. M deve ser uma matriz proxima de A e ser
um melhor precondicionador quanto mais proximo da identidade estiver a matriz M™A.

Abaixo € apresentado o algoritmo do Método do Gradiente Conjugado Precondicionado
para a solugdo de um sistema linear de equacées’. Dada uma estimativa inicial de Xo:

Calcule:

I, =b— AX, (12)
z,=M™r, (13)
Po = %o (14)
Para i variando de 1 até verificar o critério de convergéncia adotado faca:
o =17 [(Ap)' b (15)
Xiyg =X + i P (16)
=1~ Ap (17)
Zia =M"ry (18)
B = i+1tzi+1/ritzi (19)
P =Zia + 5 Py (20)

fim

Além de M precondicionar bem o sistema original, resolver um sistema linear com esta
matriz deve ter um custo computacional muito menor do que com a matriz original A pois isto
deve ser feito em cada iteragdo (Eqg. 18).

De maneira similar pode-se resolver o seguinte sistema:

MAX = Mb (21)

Neste caso, a matriz M deve-se aproximar a matriz inversa de A. Neste caso, evita-se
resolver um sistema linear em cada iteragéo.

4 TECNICA DE MEMORIA LIMITADA
A técnica de memoria limitada foi concebida para resolucdo de problemas de otimizacéo
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ndo linear de grande porte. A mesma, que é baseada no método quase-Newton® permite
aproximar a inversa da matriz Hessiana da funcdo que se deseja minimizar sem a necessidade
de armazenar a matriz quase-Newton. Morales e Nocedal' a apresentaram para
precondicionamento de sistemas lineares, eles aplicaram a técnica de Memoria Limitada a
seguinte funcéo:

f(x)=x"Ax—x'b (22)

Como a Hessiana desta funcdo é matriz A do sistema linear, a matriz quase-Newton servira
como precondicionador.

A técnica de Memoria Limitada tem as seguintes vantagens: ela gera um precondicionador
que aproxima diretamente a inversa da matriz do sistema linear, este precondicionador é
obtido na forma compacta de memdria limitada o que viabiliza seu uso para problemas
grandes, outra vantagem é que ndo necessita do conhecimento explicito dos coeficientes da
matriz do sistema linear. Esta técnica pode ser empregada quando devem ser resolvidos varios
sistemas lineares com a mesma matriz de coeficientes ou com matriz de coeficientes que
variam ligeiramente. Este é o caso dos sistemas lineares dos algoritmos para programacao nao
linear. Durante a resolucdo do primeiro sistema linear, que deve ser feita pelo método do
Gradiente Conjugado, é construido o precondicionador que s6 poderd ser utilizado na
resolucédo dos seguintes sistemas lineares.

1

Seja H, uma matriz simétrica definida positiva. Sejam os pares {5i Yi }::1 , onde s; séo

algumas das direcGes conjugadas obtidas pelo algoritmo do Gradiente Conjugado enquanto 0s
vetores y; cumprem:

yi = As; (23)

A matriz de precondicionamento gerada pelo método BFGS, é a seguinte:

RY(D +Y H Y )R —R: | S}
H, =H +S H.Y k k k''0'k k k k 24
o =Ho+[S, M]{ R 0 |ver, (24)
onde:
S, =[Sg,-+:,S
k =[Sos-8¢] (25)
Y =[Yor Vil

sdo matrizes (nvarxKk);

sty,  sei<j
R i = o 26
(R {O caso contrério (0)

é uma matriz triangular (k xk);

D, =diag[Sg Yo, Sk_1Yi1] (27)
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é uma matriz diagonal (k xk).
Quando Hg € um maltiplo da matriz identidade, ou seja H, =y, | se obtem:

Re (Dy + 7 VLY R —RK‘I S }
Y

28
-R* 0 | 7Ye (28)

H :7k+[sk 7kYk]|:

Os coeficientes da matriz Hx ndo sdo conhecidos, porém pode ser feito o produto desta
matriz por um vetor na seguinte forma:

R (D + 7 YIRS —R! }[ SV }

29
R, 0 L )

HkV=7kV+[Sk 7kyk{

5 GRADIENTE CONJUGADO PRECONDICIONADO PELA MATRIZ QUASE-
NEWTON DE MEMORIA LIMITADA

O algoritmo apresentado neste trabalho foi pensado para resolver o seguinte sistema:
HLAL 'y =HL™b (30)

onde H é o precondicionador baseado na técnica quase-Newton de Memoria Limitada. As
matrizes L e L' sd0 matrizes de precondicionamento triangulares que podem ser obtidas por
algum outro método de precondicionamento como, por exemplo, 0 método de decomposicao
incompleta de Cholesky da matriz A. Aplicando o algoritmo dado pelas Egs. (12) a (20)
resulta o seguinte algoritmo:

Calcule

rh=L"(b—Ax,) (31)
24 = Hr, (32)
Po=L"2 (33)

Para i variando de 1 até verificar o critério de convergéncia adotado faca:
a =5'z/(Ap) b (34)
Xiyg =X + i P (35)
fa =T —o L Ap, (36)
Ziy = Hriy (37)
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Bi = i+1tzi+1/ritzi (38)
Pia = I—_tZi+1 + 5 pi (39)
fim

A matriz H representa a matriz quase-Newton de Memdria Limitada que foi proposta em
Morales', ela ndo é calculada explicitamente, sua representacdo compacta de memoria
limitada é utilizada no algoritmo pra calcular o produto da Eq. (37). Neste trabalho se prop6e
um método diferente ao proposto em Morales' para a escolha dos pares {si;yi} que serdo

empregados para construir o precondicionador H.

Ao se testar o algoritmo proposto percebeu-se que a escolha dos pares {si ; yi} NO Processo

de memoria limitada afeta significativamente a eficacia da matriz de Memoria Limitada no
precondicionamento do problema. Basicamente a matriz H é igual & proposta por Morales
com a diferenca na escolha dos pares {s;;y, | utilizados.

Para que seja feita a escolha dos pares primeiro é feito o seguinte calculo para cada par
fsivi:

a, =siAs; [sts, (40)

E importante observar que o valor de a, € maximo se a direcio s; coincide com o autovetor

da matriz A de autovalor maximo, enquanto € minimo se coincide com o autovetor de
autovalor minimo. Um dos efeitos da matriz H de memdria limitada € corrigir este valor nas
direcGes escolhidas para construi-la.

Cada vez que deve ser descartado um par escolhe-se aquele par {si;yi} cujo valor de
a; esteja mais proximo de 1. Isto é feito com o proposito de manter os pares cujo valor de
a;€ muito grande ou muito pequeno, tentando corrigir os valores dos «; nas direcGes
responsaveis pelo mal condicionamento da matriz A.

A escolha proposta dos pares mostrou as seguintes vantagens:

Para um numero de pares maximo igual, o numero de iteracbes necessario para a
convergéncia diminui;na medida em que aumentou-se 0 nimero maximo de pares {si;yi}

utilizados o niimero de iterac8es diminui, fato que néo foi obtido em Morales®.
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Os resultados de problemas de Programacéo ndo Linear com restrigdes resolvidos com o
programa FAIPA implementado com os métodos: Gradiente Conjugado Precondicionado
(GCP) e Gradiente Conjugado Precondicionado pela matriz quase-Newton de Memoria
Limitada (GCP_ML) sdo apresentados na Tabela 1.

Tabela 1- - Resultados Numéricos

Nome do Tamanhoda| GCP GCP_ML GCP_ML GCP_ML
Problema matriz do (8 pares) (16 pares) (32 pares)
sistema
Poligono 25 420 87.8 75.7 64.6 48.8
66.4 57.7 45.2
Poligono 50 1470 139.6 134.6 128,1 117.4
130.2 103.3 111.8
Poligono 75 3145 152.6 146.0 139.2 126.3
138.5 128.3 115.2
Poligono 100 5445 178.5 175.1 170.2 164
169.5 160.8 154.8
Can Shape 100 504 544.1 578.9 540.4 490.0
437.7 460.7 285.4
Can Shape 200 1004 929.5 918.8 912.3 902.3
912.3 840.5 814.5
Minsufo 25 1250 7.7 6.4 6.1 6.1
6.4 6.1 6.1
Elec 25 25 4.0 4.2 4.0 4.0
4.1 4.0 4.0
Chain 50 51 514 45.5 37.7 21.4
45.5 37.6 21.4
Chain 100 101 101.2 95.2 87.6 71.2
95.2 87 70.8
Chain 200 201 201.1 197.1 187.3 170.7
195.4 187 170

Os problemas foram selecionados da colec&o de problemas do CUTEr"® (Contrained and
Unconstrained Testing Environment revisited) e foram rodados em FORTRAN, versédo 6.1,
num AMD Athlon XP de 2.5 GHz, 1.5 GB de meméria RAM e HD de 80 GB.

Os valores apresentados na Tabela 1 referem-se ao nimero médio de iteracbes do método
do Gradiente Conjugado para resolver o segundo sistema do FAIPA. Para o método GCP_ML
sdo apresentados dois resultados para um nimero maximo de pares igual a 8, 16 e 32. O
primeiro resultado refere-se ao GCP_ML com a escolha dos pares e 0 segundo ao GCP_ML
sem a escolha de pares.

O precondicionador utilizado tanto nos método GCP como no Método GCP_ML foi o
precondicionador de Jacobi.
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A matriz de precondicionamento de memoria limitada foi achada em cada itera¢do durante
a resolucdo do primeiro sistema do FAIPA e utilizada na resolu¢do do segundo sistema. Por
esta racdo se apresentam resultados somente para o segundo sistema. Ndo se obteve bons
resultados ao utilizar a matriz de precondicionamento na resolucdo dos sistemas da seguinte
iteracdo do FAIPA. Acredita-se que isto foi devido a utilizacdo do sistema dual cuja matriz de
coeficientes varia muito em cada iteragao.

A Figura 1 ilustra uma comparacao do numero médio de iteracdes, para resolver o segundo
sistema do FAIPA, entre os dois métodos CGP e GCP_ML.
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Figura 1 - Nimero médio de iteracBes para resolver o sistema dual com os métodos: GCP_ML e GCP

Na Figura 2 € possivel visualizar o ganho percentual em nimero de iteragdes no segundo
sistema do FAIPA do método GCP_ML em GCP.
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Figura 2 - Ganho percentual do nimero médio de iteracdes do GCP_ML em relacdo GCP

Os resultados apresentados na Tabela 2 mostram que o custo computacional do algoritmo
gue monta a matriz do sistema dual a cada iteracéo.

Tabela 2 - Tempo necessario para resolver o problema Poligono (25, 50, 75 e 100) utilizando
GCP_ML (32 pares).

Nome do Tamanho da matriz | Sem montar a matriz do | Montando a matriz do

Problema do sistema sistema dual sistema dual
Poligono 25 420 15.26 seg. 98.61 seg.
Poligono 50 1470 89.75 seg. 4114.83 seg.
Poligono 75 3145 422.45 seg. 7311.47 seg.
Poligono 100 5445 840.89 seg. 14611.47seg

7 CONCLUSOES

O aumento do numero maximo de pares mostrou uma reducdo do nimero de iteracdes do
GCP_ML na maioria dos casos. Porém em alguns casos se obteve tempos de execucao
maiores. No futuro sera feito um estudo para determinar o nimero de pares mais adequado em
funcéo das caracteristicas do problema;
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Em muitos problemas o nimero médio de iteragcbes do GCP foi muito alto. Em alguns
casos se atingiu 0 numero maximo permitido. Nestes casos, 0 precondicionamento da matriz
dos sistemas mostrou-se insuficiente. Em parte, isto pode ser solucionado utilizando um
precondicionador melhor que o de Jacobi;

No conjunto de problemas resolvidos somente os problemas Minsufo e Elec foram
resolvidos de forma satisfatoria. Os outros problemas apresentaram um ndmero médio de
iteracOes grande. Acredita-se que a principal causa deste fato seja a resolucdo do problema
por meio do sistema dual;

No futuro serdo estudados métodos iterativos para a resolucdo do sistema primal-dual (Eq.
6). Acredita-se que seja possivel obter melhores resultados que os apresentados neste
trabalho.

A escolha dos pares apresentada mostrou melhoras em alguns problemas. Em calculos
realizados com matrizes aleatérias bem e mal condicionadas, foram obtidos resultados
promissores. Acredita-se que essa € uma técnica que pode ser aplicada com mais sucesso no
sistema primal-dual para algoritmos iterativos que possam ser aplicados em sistemas néo
definidos

A Tabela 2, mostra 0 bom desempenho da técnica proposta em termos de tempo.
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