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ABSTRACT. Estamos interesados en este trabajo en la comparacién de los
diferentes métodos existentes para resolver numéricamente juegos de Perseguidor-
Evasor. Hasta el momento se han estudiado varios métados para tratar este pro-
blema y es sorprendente la diferencia existente entre las herramientas matematicas
utilizadas (ecuaciones diferenciales. teoria de viabilidad. etc.) asi como entre las
interpetaciones del problema (cualitativa y cuantitativa). El objetivo de este trabajo
es responder ai menos parcialmente preguntas tales como:

1) Cémo estan retacionados estos métodos?
2) Por qué ciertas suposiciones son necesarias en un método pero no en otro?
La idea subyacente es que el entendimiento de la relacion entre los distintos métodos

puede ayudar a desarrollar un método que tenga las ventajas de cada uno de los
mismos.

ABSTRACT. In this work we are interested in the comparison between the
different existing methods to solve. numerically, pursuit-evasion games. Until now
several methods to deal with this problem have been studied. and it is surprising
to realize the difference that exist between the mathematical tools used as well
as between the interpretations of the probiem (qualitative and quantitative). The
objetive of this work is to answer. at least partially, to questions such as :

1) How are the different methods related?

2) Why are some hypothesis needed in one method and not in another?
The idea underlying the study is that the understanding of the relation between the

differents method could help to develop a procedure having the advantage of each of
them.

1. DESCRIPCION DE LOS METODOS

1.1. Aproximacién de la solucién de la ecuacién de Isaacs (Interpretacién
cuantitativa).

El problema. Supongamos que tenemos un sistema dindmico de la formas:

V() = Fy). uB.e@) >0 W
1 ¥(0)=zeRM

controlado por dos jugadores: Ursula cuyo control en el instante ¢ es u(t) , y Victor cuyo
control en el instante ¢ es v(t). Supongamos que los controles u(t) y v(t) pertenecen
respectivamente a conjuntos compactos I/ y V . Supongamos ademés dado un "blanco”
cerrado 7 C RM y que f: RMx 7 xV — RM es una funcién continua. acotada y Lipschitz
en la primera variable. El objetivo de Ursula es de minimizar el tiempo de "captura” |
es decir J(z,u(.),v(.)) = inf{t > 0/ y(t) € v} mientras que Victor desea maximizar el
mismo. Sea 7'(z) la funcién valor inferior del juego definida en el sentido de Varaiya ,
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Roxin , Elliot y Kalton (ver [1],[2],[3]) , es decir T(z) = infaga sup,( e, J(, a{v(.)), v(.))
donde v = {v: R™ — V medibles}; p = {u: R* > U medibles}y A = {a: v —
p/ o) =uv*(t), te0,s] = afv)(t) = af*](t) "t € [0, 9]} es el conjunto de estrategias
no-anticipativas para ¢l minimizador (Ursula). Si T'(x) es continua entonces se demuestra
(ver [4],[5],(6]) que es una solucién de viscosidad del siguiente problema con valor en la
frontera:

minyev maXuerr { =( VI (z) . flz.u,v))~1}=0 & zeQ=RM_r
T(x) =0 si TET

Con el fin de obtener las aproximaciones a la solucién como puntos fijos de ciertos
opera- dores de contraccién es muy itil la transformacién de Kruzkov . En realidad
buscaremos aproximaciones de la funcién V() definida por :

1 = exp(—T(x)) si T(x) < +o0
Viz) = J—
1 st T(z) = +oo
¥ entonces la siguiente proposicién puede demostrarse (ver [6]):

Proposition 1. Si T(z) es continua sobre &7 , entonces V(x) es la tnica solucién de
viscosidad de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Isaacs:

V() + minyev maxuey { ~(VV(z) , flz.u,v)) =1} =0 sireQ=RM -1
Viz)=0 snTET

2

Presentaremos a continuacién dos técnicas de discretizacién de la ecuacién 2. La
primera utiliza una discretizacién regular en el tiempo y en el espacio (ver [8]),mientras
que la segunda utiliza Gnicamente una discretizacién del espacio (ver [14]).

Método de discretizacién Tiempo-Espacio (Método I). Este método de dis-
cretizacion se realiza en dos pasos . En el primer paso la ecuacién de Isaacs 2 es aproximada
por una ecuacién de Isaacs discreta (en tiempo). Esto se obtiene discretizando en tiempo,
con paso h > 0, el sistema dindmico 1 (% es el parametro de discretizacién del tiempo), es
decir que dicho sistema. dinamico se aproxima por el siguiente sistema dindmico discreto
en tiempo :

Tnat = Tn + A f(Tn, Un, Un) u, € U,v, € V,n € Ny
' rg=x € RM

En forma andloga al problema continuo se define la funcién valor inferior Np(x) para el
Jjuego de tiempo discreto y utilizando la transformacién de Kruzkov se define Va(z).Con
argumentos de programacién dindmica se demuestra (ver [7}) el siguiente teoremas:

Theorem 2. La funcién V,(z) es la tnica solucién acotada de

V(@) = sup,ev infuer {e*Valz +hflz,uv)} +1~e" sizceQ=RM_r
Vi{x) =0 sirer

3)
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TFigure 1:

Como segundo paso de este método, es necesario hacer una discretizacién en el espacio

de la ecuacién de Isaacs discreta en tiempo 3. La discretizacién del espacio se realiza de la
M

siguiente manera : Sea R}M = {x eRM /z = Zka;ei o; € Z} donde {ey, ...,ear}
im1

es una base normal de RM y k > 0 es el paso de la discretizacién del espacio. La

ecuacién de Isaacs discreta en tiempo 3 es aproximada entonces por la siguiente ecuacién

"completamente” discreta (ver [8]):

Vit (x) = maxpev mingey {e"‘ (Z AV (x,')) +1 - e"‘} si teRMNQ
Vi) =0 si teRMNT

| _ (a)

donde los A; son las coordenadas baricéntricas normalizadas del punto z* = z+h f(z,u,v)

(no necesariamente en la grilla) en el sistema de puntos z; de R} tales que z* pertenece
al simplex cuyos vértices son los puntos z; (ver figura 1).

Método de discretizacién de espacio (Método IT). Este método utiliza Gnicamen-
teuna discretizacién del espacio de estados. Describiremos a continuacién la ecuacién
discreta que aproxima a la ecuacién de Isaacs 2. Sea & > 0 el paso de discretizacion del
espacio y consideremos la grilla discreta R,Icw . Definamos los conjuntos §2* y Q% de la
siguiente manera.: :

Nk = §r* = {IER;:”/mEToBi/m-&-kezE‘roz—ke;GT} ;

Q°F = (QNRY) - 90 ; QF = Q°F U Nk




612 ENIEF - X Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

COMPARACION DE METODOS NUMERICOS PARA JUEGOS

x+e2k,
pixte okfu,v) k
plxx-e qifu,v
xe ¢k x \,_/’ xteqk

pixx+eqkiu,v)
p{x.x-€ okfu,v}

x-eok

Figure 2:

Entonces la ecuacién discreta que aproxima a la ecuacién de Isaacs 2 es:

V() = maxmin § (@, 0,0) + 8 (5, 0,0) [ 3 p(z,y/u,0) Vely) (5)
yeQk
r*(z,u,v) = ——k stz e ok ™z, uv) =05 zedQk
Yol )[+k
i=1
M
> | filw, v
B%(x,u,v) = M‘=1 s zeN*
=il w o) + &
i=1
. M f.+(z,u,v)
Size Q% y 5 |fi(x, u,v)| # 0 entonces p(@,z +kej [fu,v) = =
=1 Dlfizum)
i=1

plr.r —ke; fu,v) = —“;IJM ; P2,y /u,v) =0 para cualquier otro y € OF

Tifzu)

==l
donde: fj+(a:,hu,v) =sup {0, fi®,u, v)} Ji(®,u,v) = sup {0, —fi(z,u,v)}
Sizedrko T |fi{z,4,v) =0 entonces iz, x/uv)=1 y Pley/uvy=0 Yy#

i=1

z

Convergencia de los métodos de discretizacién.,

La técnica para probar la
convergencia de las soluciones de las ecuaciones discretas 4

¥ 5 a la solucién del pro-
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blema continuo 2 (ec. de Isaacs) es la misma y ya fue utilizada en [7]. La demostracién
se realiza bajo la hipétesis de que la funcién valor del problema original es continua
¥ que cl blanco T es la clausura de un conjunto abierto, cuya frontera &+ es una su-
perficie Lipschitz (ver [8] y (14]). La idea de la demostracién es probar que el limite
superior V*(z) = lim SUp y—z Wu(y) (resp. lim. inferior) de-wuna apropiada sucesién
de soluciones aproximantes {W,}.en es una subsolucién de viscosidad (resp. super-
solucién de visc.) de la ecuacién continua 2. Luego un teorema de comparacion para las
soluciones de viscosidad de dicha ecuacién (ver [7],[L5]) nos conduce a la conclusién de
que la sucesién de soluciones aproximantes {W,}nen converge (unif. sobre compactos)
a la solucién de viscosidad de la misma ecuacién, es decir a V(z) (ver [8] [14]). Para
el método I la demostracién se realiza (ver [8]) utilizando como sucesién {W,}nen de

soluciones aproximantes a {th,." donde la sucesién de paréametros A, y k, verifi-
neN

can la condicidén limp—1 oo %‘: = 0 . Esto significa que k, debe tender a cero mucho maés
"rapido” que A, y entonces es necesario tomar un gran nimero de puntos en la grilla (es
decir achicar "mucho” k) cuando se desea mejorar la discretizacién en el tiempo (achicar
h) para obtener asi una buena aproximacién. Esta observacion no es ”favorable” para
el método I pues trabajar con un gran nimero de puntos en la grilla no resulta "bueno”
numéricamente. Sin embargo demostraremos que la condicién anterior no es necesaria
para la convergencia del método 1.

1.2. Aproximacién de los conjuntos de captura (Interpretacién cualitativa).
Los métodos que describiremos a continuacién no intentan resolver la ecuacién de Isaacs ni
de aproximar a la funcién valor del juego, sino que intentan aproximar algunos subconjun-
tos del espacio de estados que poseen cierta propiedad cualitativa . Los dos métodos que
trataremos en esta seccién han sido desarrollados en forma completamente separada y con
herramientas matematicas muy diferentes, pero como veremos , en realidad estos métodos
estdn estrechamente relacionados. También veremos que estos métodos pueden utilizarse
para obtener aproximaciones a la funcién valor del juego (con lo cual a pesar del enfoque
cualitativo de los mismos, se pueden obtener a partir de ellos resultados cuantitativos).

Teoria de Viabilidad (Método III). Consideremos nuevamente el sistema dinamico

L. En este caso supondremos dado un blanco abierto T C RM, al cual Ursula pretende que
el sistema ingrese, mientras que Victor desea que el sistema permanezea en el conjunto
cerrado K = R™ — 7 (notemos que aqui existe una diferencia con los métodos 1 y Il en
donde por hipétesis el blanco T era un conjunto cerrado de RM ). Estamos interesados
en estudiar al conjunto de victoria discriminante para Victor, es decir, al conjunto de
condiciones iniciales € K para las cuales existe una estrategia no-anticipativa 3 para
Victor, tal que para todo control u(.) € u elegido por Ursula, la solucién de:

{ v(1) = fly(®)u(®),Bu®)) >0
¥y(0) =z

permanece en K para todo ¢ > 0 (es decir: y(t) € K V¢ > 0). Este conjunto recibe
también el nombre de nicleo discriminante de K por f y se representa por Discs(K)
Consideremos ahora el sistema dindmico discreto:

Tnal = G(Tns U, Un) un €U y v, €V Y neN,. )
zo=x€RM
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Podemos definir el conjunto de victoria discriminante discreto pera Victor (anslogo al
conjunto de victoria en el caso continno) como el conjunto de puntos = € K para los cuales

existe una estrategia v () RM x U =V tal que para toda sucesién {tn}nen, €
UNe la solucién {zn}nen, de

Tpel =g (zm Up, U (zn, un)) n € Ny
o=z € RM

permanece en K (es decir: 2, € K Vn € Ng). Sea Glz,u) = |J glz,u,v) Vze
veV
RM | ¥ u € U. Entonces este conjunto recibe el nombre de nicleo discriminante discreto
Ukt .
de K por G y se representa por Discg(K).La siguiente proposicién nos proporciona un
método para calcular Discg(K) (ver [12]).

Proposition 3. Sea K un conjunto cerrado ¥ G,y : RM x U ~ RM una funcién
semicontinua superior con valores que son conjuntos compactos. Entonces el ntcleo dis-

criminante discreto de K por G existe y est4 dado por : Discg(K)= (1 K, donde
neNg

Ko=K
Kimi={2s € K,/VuelU g(x,u)nK, # 0} n €Ny

La importancia de los niicleos discriminantes discretos ests dada por la siguiente
proposicién (ver {12]):

Proposition 4. Supongamos que f: RM x U x V — RM es una funcidn | -Lipschitziana

¥y M -acotada y ademds que F(z,u) = J f(z,u,v) es un conjunto convexo V z €
vEV

RM™ | ¥ 4 € U. Entonces limy_.g+ Disce, (K) = Disc;(K) donde el Iimite es en
el sentido de Painlevé-Kuratowski y donde Gp(r,u) =z + hF(z,u) + % IBR? Vze
RM YueU(B bola unitaria)

Esta iltima proposicién nos dice que podemos aproximar el conjunto de victoria dis-
criminante para Victor por conjuntos de victoria discriminante discreto para Victor del
sistema discreto (en tiempo) 6 utilizando apropiadas funciones g.

Zonas de captura y ecuacién de Isaacs (Método IV). Este dltimo método se
aplica a juegos de persegidor-evasor discretos en tiempo (ver [13]).
Consideremos el sistema dinamico discreto (en tiempo) 6 y sea 7 C RM un blanco cerrado
dado. Definamos como en el método anterior G(z,u) = | g{z,u,v). El método esté
veV

besado en la idea de Pontryagin de ir construyendo las zonas de captura W, en donde
"Ursula alcanza a Victor” (es decir el sistema, ingresa. al blanco) en n pasos. Estas zonas
de captura se obtienen entonces recursivamente de la siguiente manera:

Wo=r
Wari={z€RM /Tyl Gz, u) C Wy} VneNg

Por otro lado se define una sucesién {wn}nen, de funciones de RM en R de la siguiente
manera:
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Wno ) (2) = min,er maxyey w, (9(z, v, ) + c(z) Y ne Ny

0 s zer L si z¢7
donde wo (v) = ¢ i xdr Y C(z)‘{o s orerT
Si definimos  w{r) = limy i o w, (%) entonces se puede demostrar con argumentos

clésicos de programacién dindmica (ver {13]) que w(z) es el “min-max” nimero de pasos
necesarios para que el estado del sistema ingrese al blanco si la posicidn inicial es « ( w(z)
es solucidn de la ecuacién de Isaacs estacionaria). El siguiente teorera (demostrado en
113]) establece la relacion entre el método de las zonas de captura y la ecuacién de Isaacs
estacionaria.

Theorem 5. Sea i € RM,

1) Siz¢ |J Wi entonces Wa{z) =00 Yne N, ( no capturable ).
kENg

H)Size |J We,seanel menor entero tal que t € W,. Entonces el primer k € Ny
keNgy

Que verifica que wi () % oc es n YVp€Nsecumple: n = wWn(z) = wppifz) = ... =
Wy p(x).
Notemos que este teorema establece un lazo entre la interpretacién cuantitativa del

problema (cdlculo de la funcién valor a través de la ecuacién de Isaacs estacionaria) y la
interpretacion cualitativa del mismo (calcular las zonas de captura).

2. RELACION ENTRE LOS METODOS

2,1, Métodos I ¥y II. En esta seccién estudiaremos la relacién entre los métodos I v
II.En primer lugar. notemos que la ecuacién 5 del método I1 puede escribirse de la forma:

k
-1 s
x Sz u)
Ve(e) = maxmin ¢ | 14+ — > plEy/ o)l | + "
. ; Ok At
zZ:l tfl(z) u,v)l e Zlfi(z.u,v)l

it

la cval es "similar” a la ecuacién 4 del método I, si tenemos en cuenta, que (1+h)~1 = gk
YT ®1-e* y donde v cumple el rol de A en la ecuacién 4. A pesar de

Pifilzu0)

=]
queeste razonamiento no es preciso el mismo nos conduce g hacer e! siguiente planteo:
En [8] la condicién:

. kn -
2 g =0 @

€s necesaria para demostrar la convergencia del método I. Sin embargo, con el razo-

namiento anterior, esta condicién no se verifica para el método II Ppues {‘;’: =—ta __ _
—rt

M
Ytz
==l

AL
> filz,u,v)} ya pesar de esto el método IT converge a la solucién de nuestro pro-

iwi
blema (ver [14]). Nos preguntamos entonces: Es la condicidn 7 una condicién necesaria
para la convergencia del método L, o es simplemente una condicién técnica para hacer
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la demostracién de la convergencia mas simple?. La respuesta a esta pregunta es que la
condicién 7 en realidad no es necesaria para la convergencia del método I, y esto sera

consecuencia de los siguientes teoremas en donde relacionamos a los dos métodos.

Theorem 6, Sea V{(z) Ia solucién de la ecuacion 4 (método I) y Vi () Ia solucién de la
scuacion 5 (método II). Eatonces limy_,q Vi(z) = Vi(z)

Notemos que este teorema nos dice que el método IT puede interpretarse como el caso
limite del método I cuando el paso A de la discretizacién en el tiempo del método I tiende

a cero. El préximo teorema nos proporciona una cota para ”th - Vk“ en funcién de h y
k.

Theorem 7. Sea Vi (z) Ia solucién de la ecuacion 4 (método I) y Vi (x) la solucion de la
ecuacién 5 (método II) para todo A > 0 ¥ k > 0. Entonces para cada k > 0 existe una
constante Cy > 0 tal gue: [V ~ Vil <G v h> 0.

Las constantes Cy del teorema anterior tienen la propiedad no deseable de tender a,
infinito cuando & tiende a cero. Sin embargo, podemos encontrar una constante C >
(independiente de & y h) tal que C¢ < C. (4) para todo k£ > 0. Entonces obtenemos la
acotacion Vi - V|| < C. (%) a partir de la cual se puede probar que la condicidn 7 no
©s necesaria para la convergencia del método [ .

2.2, Métodos III y IV, Aunque los métodos IIT ¥ IV han sido desarrollados en forma,
completamente separada y con herramientas mateméticas diferentes, los mismos estan
estrechamente relacionados como veremos a continuacién. Consideremos nuevamente e}
sistema dindmico discreto 6 y sea 7 C RM un blanco abierto (para estar bajo las hipStesis
del método III de la teoria de Viabilidad). Definamos K = RM — y G(z,u) =
U glr,uv) YuelU, ¥e e RM. Sean entonces K, los conjuntos definidos en el
veEV

método IIT de manera tal que: Discg(K) = ) K, y sean W, los conjuntos de
n€Np

captura definidos en el método IV, Se demuesta entonces el siguiente teorema que relaciona

a ambos métodos:

Theorem 8. Sean K, ¥ Wy los conjuntos definidos arriba. Entonces K, = CW, =
RM_wW, vneN,

Recordemos (método IV) que a partir del cilculo de los conjuntos de captura W,
se podian obtener aproximaciones a la funcién valor del juego. Por esto, y teniendo en
cuenta el teorema que acabamos de enunciar, los conjuntos K, también pueden utilizarse
con dicho fin. Esta conclusién no es tan evidente al estudiar el método III.

2.3. Meétodos Iy IV. Relacionaremos la técnica de discretizacién en el tiempo de
la ecnacion de Isaacs 2 dada al estudiar el método I con los conjuntos de captura W,
definidos en el método IV. Consideremos nuevamente el sistema dindmico discreto (en
tiempo):

Tnet = Tn + 2 f(Zn, V) = ga(Tn, tin, 1) un EV v, € Vine Ny )
Ip=r¢e RM
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el cual es una discretizacién en el tiempo del sistema dindmico 1 utilizando la técnica de
Euler con paso h > 0. Sea Nu(x) la funcién valor superior de este juego y  Ghr(z,u) =
U gr(zue) = | s+ hflr,ur) YuelU,V z€ RM Sean W! los conjuntos
veV v

ve
de captura correspondientes a G como estaban definidos en el método IV . El siguiente
teorema vincula a los dos métodos )

Theorem 9. Si x € W} — W}_| entonces Ny(z) =n

3. CONCLUSIONES
Como resultado de la seccién anterior podemos obtener las siguientes conclusiones:
1) El método II puede interpretarse como el caso limite del método I cuando el paso A de
la discretizacién del tiempo del mismo tiende a cero.
2) La condicién lim, .o % =0 no es necesaria para la convergencia del método L.
3) Aunque los métodos Il y IV fueron desarrollados en forma, completamente separada
y con herramientas matematicas diferentes los mismos estén estrechamente relacionados
pues calculan subconjuntos del espacio de estados que son complementarios.
4) Tanto el método III como el método IV pueden utilizarse para obtener aproximaciones
a la funcién valor del juego a pesar del enfoque cualitativo de los mismos.
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