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Se present a una formulaci6n general de elementos finitos para procesamiento
distribuido.
Hay varias motivaciones para este trabajo, entre ellas: procesamiento en pa-
ralelo en arquitecturas MIMD; resoluci6n de grandes problemas de elementos
finitos en una red de computadoras con capacidad de almacenamiento limita-
da; un marco general para tratamiento de algunos problemas con condiciones
de borde especiales, tales como la conexi6n de mallas de elementos finitos het-
erogeneas, problemas de contacto, etc. Se escribe e1 problema de valores de
contorno para un subdominio, que posee tres clases de contornos: aquellos
con condiciones de tipo Dirichlet; aquellos con condiciones de tipo Neumann
y aquellos de conexi6n con otros subdominios u otras restricciones. EI pre-
sente desarrollo esta orientado al procesamiento en redes de computadoras
utilizando herramientas que permit an el intercambio de mensajes, tales como
PVM (Parallel Virtual Machine), u otros sistemas similares.

A general formulation for finite element analysis in a distributed computing
environment is presented.
Motivations for this work include: parallel computing on MIMD architec-
tures; use of a network of limited storage computers to solve large finite ele-
ment problems; a general framework to treat some special boundary problems
like connection of heterogeneous finite element meshes, contact problems, etc.
BoundarJ• value problems are written for one subdomain, where tllIee types
of boundaries (instead of two) are now possible: those with Dirichlet condi-
tions, those with Neumann conditions and those frontiers with other subdo-
mains. The target architecture for this development is a local area network of
small computers. Communication being handled by PVM (Parallel Virtual
Machine) or similar software tools.
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En este trabajo se present a una formulacion, por subdominios, del metodo de elementos
finitos. Al trabajar en un subdominio aparecen tres clases de contorno. Una clase corres-
ponde a bordes con condiciones de tipo Dirichlet, otra a condiciones de tipo Neumann
y la tercera corresponde a una front era que conecta este subdominio con otros.
Las motivaciones para este tratamiento incluyen:
• Procesamiento distribuido en un ambiente MIMD

Cuando se efectua procesamiento paralelo sobre un soporte de memoria distribuida
(ya sea computadoras de memoria local, como las "hipercubos", 0 bien una red de
microprocesadoras, 0 de estaciones de trabajo) los metodos de descomposicion de
dominio result an apropiados y en ese caso el programa de elementos finitos que corre
en cada procesador, esta formulado para un subdominio.

• Uso de computadoras con capacidad limitada de almacenamiento de datos para re-
solver grandes problemas de elementos finitos.
En este caso la motivacion, en vez de ser la de reducir el tiempo de procesamiento
para un problema dado, puede ser la de poder resolverlo con una red de pequenos
procesadores distribuyendo entre ellos los calculos.

• Acelerar la solucion, aun en el caso de computadoras secuenciales.
Los metodos de descomposicion de dominio han demostrado ser eficientes precondi-
cionadores para la solucion iterativa del sistema de ecuaciones.

• Un marco general para. tratar varios problemas con condiciones de borde especiales:
I Frontera entre grupos de datos:

Este tipo de frontera es la que se tiene en metodos de descomposicion de dominio
donde el dominio global se divide arbitrariamente, basado en criterios de opti-
mizacion de la carga entre los procesadores, del ancho de banda del problema de
interface, etc.[1,2,3,4]

II Frontera entre mallas heterogeneas de elementos finitos:
En este caso la frontera separa diferentes mallas de elementos finitos. Es el proble-
ma de "pegado" de mallas, que permita conectar mallas con elementos de distinto
tamano, grado, etc.

III Frontera fisica:
Bordes que separan cuerpos, como en el caso de problemas de contaeto unilateral.

IV Fronteras de entrada/salida:
Este caso represent a regiones donde la carga depende de las deformaciones (fuerzas
seguidoras), 0 donde las condiciones de entrada dependen de la solucion actual
(integracion entre resultados analiticos y experiment ales).

FORMULACION DEL PROBLEMA ELAsTICO
EN UN DOMINIO PARCIAL

Considerese un problema de respuesta mecanica elastica lineal planteado sobre un sub-
dominio (Figura 1). Se designa con n' al subdominio s y

El problema sera resuelto por el metodo de elementos finitos en desplazamientos, por 10
que las variables primales son las componentes del vector desplazamiento Uj y las varia-
bles duales son las componentes del tensor de tensiones (jij' Las tensiones superficiales
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est an dadas por la formula de Cauchy ti = CTijVj, siendo Vj el versor normal externo a
la superficie.
El conjunto de ecuaciones de campo en el subdominio !1', para pequeiios desplazamien-
tos, es:
Ecuaciones de "equilibrio":

CTij = Hijkl €kI

Relaciones deformaci6n- desplazamiento:

1
€ij = 2(Ui,j + Uj,i)

En estas expresiones bi son las componentes de las fuerzas volumetricas; p es la densidad;
Hijkl un tensor de constantes elasticas Y€ij las componentes del tensor de deformaciones.
Las condiciones de borde son:

en fj: Ui!r1 = Ui (4)

en f2 : CTijVj!r, = ti (5)

en f3 : Bi(uj)!r3 = Ci (6-a)

o bien Bi(uj)lr3 :S Ci (6 - b)

En la parte del contorno fj hay desplazamientos impuestos (Ui); en f2 hay tensiones
impuestas (ti) y f3 es un borde de conexi6n, donde las ecuaciones (6-a) se verifican para
bordes "pegados", mientras que condiciones del tipo (6-b) se dan para situaciones de
contacto unilateral.
El problema as! planteado es equivalente a minimizar un funcional potencial II

K = {Vi, Vi suficientemente regular en !1' , Vi = Ui on f j

Y Bi(vj) = ci ( 0 bien Bi(vj) :S Ci) en f3}

Para un problema ellistico el potencial es:



Aplicando el metodo de los elementos finitos el vector de desplazamientos Uj se aproxima
en la forma

K = r B:HB,dDIn.
r = r NTbjdD + r NT tjdrIn· lr,

to es un vector con componentes de €jj. Hay varias maneras de construir la contribucion
de las condiciones de borde en r3 al termino fr3 del potencial en (10). Se discuten en
las secciones siguientes.

CONDICIONES DE BORDE EN LA FRONTERA DE CONEXION

Las condiciones de contorno sobre la front era r3 depende del tipo de situacion de que
se trate y para cad a uno de los problemas descriptos arriba toman las formas siguientes.

1. Metodos de decomposici6n de dominio para la soluci6n del problema global

Cuando se realiza una descomposicion de dominio en el problema global (figura 2) se
tiene una correspondencia nodo a nodo entre los subdominios vecinos. Se imponen
condiciones de igualdad de desplazamientos:

l' es el vector de desplazamientos nodales del subdominio s, cuya dimension es n,.
\ml.logamente qr es el vector de desplazamientos nodales del subdominio r, de di-
mension nr. Bk es una matriz de dimension nk x n. que restringe los desplazamientos
I' a aquellos nod os ubicados sobre la frontera k de D' con Dr. Analoga definicion para
la matriz B;;. Normalmente las matrices Bk, etc., estan pobladas de ceros, excepto en
correspondencia con los grados de libertad en la frontera, donde tienen valores 1 0 -1.



II. "Pegado" de mallas heterogeneas de elementos finitos

Al conectar mallas heterogeneas de elementos finitos no hay una correspondencia entre
los nodos de subdominios vecinos. Se imponen restricciones de igualdad

Los domini os r y s son las mallas que se conectan. q' and qr son vectores desplazamiento
en ambos subdominios, de tamaiios n. y nr, respectivamente. Bk y Hi: Son matrices de
n x n. y n x nr, respectivamente, que restringen los desplazamientos en los subdominios
a aquellos sobre la k-esima frontera. ck es un vector, de dimension nk, con variables de
referenda en la front era k.

Cuando dos cuerpos estan en contacto, es decir no pueden penetrarse entre sl, pero
pueden separarse, se especifican restricciones de desigualdad sobre la front era:

Nuevamente aqu1 r y s son los subdominios en contacto (figura 3) y ck un vector de
variables de referenda, de tamaiio nk, sobre la front era r3.

IV. Fuerzas superficiales dependientes de la deformaci6n

En este caso el borde f3 es una parte del borde donde hay fuerzas superficiales que
dependen de la deformacion del cuerpo. Este es el caso de "fuerzas seguidoras'''. Un
conjunto de tensiones t dependen de los desplazamientos en ese borde:

d=Bq=Tt(d)

APROXIMACION DEL POTENCIAL EN LA FRONTERA
ENTRE SUBDOMINIOS

El termino de potencial sobre la front era entre subdominios fI3, en la expresi6n (10),
puede construirse de diferentes formas:

1) Identificaci6n direct a de los desplazamientos del borde:

Las condiciones cinematicas de contorno Bq = c se imponen exactamente. En este caso
no hay contribuci6n de r3 al potencial fI·.



2) MultiplicadorelJ de Lagrange:

En este caso la aproximaci6n del termino de potencial es

Si B es una matriz topol6gica, ,\ representa un vector de fuerzas nodales que "at an" los
bordes f3 [3,5,6].

3) MitodolJ de penalizacion:

La contribucion al potencial sobre la frontera se toma aqui como una forma cuadd.tica:

- 1 TII; = Z(Bq - c) ~(Bq - c)

~ es una matriz de coeficientes "grandes". Representa una suerte de constantes de
resorte que estan uniendo los bordes. Cuanto mayor sean esos coeficientes tanto mejor
se verificaran las restricciones de desplazamiento, pero en ese caso pueden presentarse
problemas numericos para la resolucion. Es habitual considerar una matriz de la forma:
~ = el, vale decir que hay una sola constante € (grande) que conecta dos grados de
libertad enfrentados [5,6,7J.

4) Lagrangiano aumentado[8,9]:

fI; = ,\T(Bq - c) + ~(Bq - cf ~(Bq - c)

fI; = ,\T(Bq - c) + ~,\T £ ,\ (21)

La matriz £ contiene coeficientes "pequenos". Una comparaci6n con (19) permite ver
que el concepto fisico de estos coeficientes es el "flexibilidad", opuestos al de la matriz
~ [7,10].

La soluci6n del problema global puede ser visto como realizada en dos etapas:
1. Local:

Los grados de libertad internos de cada subdominio ns y aquellos sobre el borde q
pueden ser calculados resolviendo problemas locales en cada subdominio, en funci6n
de los grados de libertad sobre la front era f3. Estos caIculos locales pueden ser
efectuados separadamente para cada subdominio y, por tanto, son perfectamente
paralelizables.

2. FronteralJ de conexion:
Los grados de libertad sobre las front eras de conexi6n se obtienen resolviendo un
problema global sobre estas inc6gnitas. Este problema es acoplado y no resulta
directamente paralelizable.

A continuaci6n se analiza la soluci6n para cada uno de los casas de construcci6n del
potencial TI3, y para cada clase de problema segun las condiciones sabre la frontera,
dados en las secciones precedentes. Por razones de compacidad se tratar;in problemas
de tipo I( Descomposici6n de dominio), II (Pegado de mallas dee1ementos finitos) y III
(Contacto unilateral). No se trataran problemas de tipo IV (Fuerzas seguidoras).



1. Identiftcaci6n directa de los desplazamientos del borde

Cuando las condiciones sabre la frontera involucran mas de un subdominio el problema
global es acoplado, cosa que se da en los casos que se discuten a continuacion.

Problemas con condiciones de igualdad

Para los problemas de clase I (descomposicion de dominio) y de clase II (pegado de
mallas) la minimizacion del potencial global

donde el simbolo 0 represent a grados de libertad internos de cada subdminio, [] grados
de libertad de front era y 6 terminos de acople entre ambos, el sistema de ecuaciones
(23) resulta

En la etapa de local se resuelve, para cada uno de los subdominios, la primera de las
ecuaciones (25) en forma separada. Se precisa apenas efectuar la factorizacion de la
matrices.
En la segunda etapa se resuelve el problema global de front eras (segunda ecuacion de
(25) ) Y con esta solucion se vuelve a los problemas local pudiendo entonces realizar
las sustituciones que completan aquella solucion.

Problemas con condiciones de desigualdad

En problemas de contacto unilateral (Clase III) la primer a etapa corresponde, igual que
en el caso anterior, ala solucion del problema (25-a) en cada subdominio.
En la segunda etapa el problema global, sobre la frontera, puede ser escrito:

minimizar
q



2. Multiplicadores de Lagrange

El problema
minimizar

q

{
Kq-r-BT.:\=O

Bq - C ::; 0

Problemas con condiciones de igualdad

Para 105 problemas de clase I (descomposicion de dominio) y de clase II (pegado de
mallas) el sistema anterior queda:

{
Kq - r - BT.:\ = 0

Bq - C = 0

En la primera etapa de solucion se pueden expresar los desplazamientos en cada sub-
dominio en funcion de las fuerzas de "at ado" sobre la frontera .:\:

~st ultimo problema, planteado globalmente sobre las fronteras. Calculado de aqui .:\
se vuelve ala ecuacion (32) para obtener los desplazamientos.

"roblemas con condiciones de desigualdad

~n problemas de contacto unilateral (Clase III) se tienen las ecuaciones (30) con res-
:ricciones de desigualdad. La primera etapa de resolucion es como en el caso anterior
~cuacion 32), para cada subdominio.
~n la segunda etapa, si se sustituye q en el problema (29) se tiene el problema dual:

-:ste ultimo problema puede abordarse por tecnicas de minimizacion tales como metodo
: '=' Gauss-Seidel con relajacion y projeccion, 0 el algoritmo de Lemke [11,13].



Una vez resuelto el problema (36) sobre la frontera volviendo a la primera etapa se
calculan los desplazamientos.
Otra forma de soluci6n es abordar direetamente el problema en punto de montura (29),
donde se calculan simult<ineamente A y q. Un ejemplo de esto es el algoritmo de Uszawa
[9,12,13].

{I T TIT-q Kq - q f - -(Bq - C) II:(Bq- C )}2 2

Efectuando un particionamiento como en (24) se lIega nuevamente a un primer conjunto
de ecuaciones donde se calculan los desplazamientos internos q:

Para los problemas de clase I (descomposici6n de dominio) y de clase II (pegado de ma-
lias) en la primera etapa se resuelve la ecuaci6n (39) para los desplazamientos internos.
En la segunda etapa se calculan los grados de libertad sobre la frontera con la ecuaci6n
(40).

El metodo de penalizaci6n ha sido muy utilizado en problemas de contacto unilateral
(Clase III), debido a la facilidad de su implementaci6n. Generalmente se sigue una
estrategia de seguimiento de las restricciones y se activan 0 desactivan segun la posici6n
relativa de las superficies en contacto. Se realiza una soluci6n de tipo incremental y

si las restricciones estan activas se agrega su contribucion a la matriz global (segundo
termino de la ecuaci6n (41)). De 10 contrario se ignora ese termino. Una vez calculado
el problema en las fronteras se resuleven los grados de libertad internos con la ecuaci6n
(39).



En el presente trabajo se ha esbozado una formulaci6n de elementos finitos para pro-
blemas mecanicos, partiendo de la consideraci6n de un subdominio como base para la
mismo. Este punto de vista tiene las motivaciones indicadas en la introducci6n y permite
considerar una amplia gama de situaciones tanto en 10 que hace a los problemas f1sicos
en sl como a las particularidades de su resoluci6n computaciona1.
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