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RESUMEN

Se presenta una formulacién general de elementos finitos para procesamiento
distribuido.

Hay varias motivaciones para este trabajo, entre ellas: procesamiento en pa-
ralelo en arquitecturas MIMD; resolucién de grandes problemas de elementos
finitos en una red de computadoras con capacidad de almacenamiento limita-
da; un marco general para tratamiento de algunos problemas con condiciones
de borde especiales, tales como la conexién de mallas de elementos finitos het-
erogéneas, problemas de contacto, etc. Se escribe el problema de valores de
contorno para un sttbdominio, que posee tres clases de contornos: aquellos
con condiciones de tipo Dirichlet; aquellos con condiciones de tipo Neumann
y aquellos de conexién con otros subdominios u otras restricciones. El pre-
sente desarrollo estd orientado al procesamiento en redes de computadoras
utilizando herramientas que permitan el intercambio de mensajes, tales como
PVM (Parallel Virtual Machine), u otros sistemas similares.

ABSTRACT

A general formulation for finite element analysis in a distributed computing
environment is presented.

Motivations for this work include: parallel computing on MIMD architec-
tures; use of a network of limited storage computers to solve large finite ele-
ment problems; a general framework to treat some special boundary problems
like connection of heterogeneous finite element meshes, contact problems, etc.
Boundary value problems are written for one subdomain, where three types
of boundaries (instead of two) are now possible: those with Dirichlet condi-
tions, those with Neumann conditions and those frontiers with other subdo-
mains. The target architecture for this development is a local area network of
small computers. Communication being handled by PVM (Parallel Virtual
Machine) or similar software tools.
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INTRODUCCION

En este trabajo se presenta una formulacién, por subdominios, del método de elementos
finitos. Al trabajar en un subdominio aparecen tres clases de contorno. Una clase corres-
ponde a bordes con condiciones de tipo Dirichlet, otra a condiciones de tipo Neumann
y la tercera corresponde a una frontera que conecta este subdominio con otros.
Las motivaciones para este tratamiento incluyen:
¢ Procesamiento distribuido en un ambiente MIMD
Cuando se efectiia procesamiento paralelo sobre un soporte de memoria distribuida
(va sea computadoras de memoria local, como las “hipercubos”, o bien una red de
microprocesadoras, o de estaciones de trabajo) los métodos de descomposicién de
dominio resultan apropiados y en ese caso el programa de elementos finitos que corre
en cada procesador, esta formulado para un subdominio.
o Uso de computadoras con capacidad limitada de almacenamiento de datos para re-
solver grandes problemas de elementos finitos.
En este caso la motivacién, en vez de ser la de reducir el tiempo de procesamiento
para un problema dado, puede ser la de poder resolverlo con una red de pequefios
procesadores distribuyendo entre ellos los calculos.
¢ Acelerar la solucién, aln en el caso de computadoras secuenciales.
Los métodos de descomposicién de dominio han demostrado ser eficientes precondi-
cionadores para la solucidn iterativa del sistema de ecuaciones.
e Un marco general para tratar varios problemas con condiciones de borde especiales:
I Frontera entre grupos de datos:
Este tipo de frontera es la que se tiene en métodos de descomposicién de dominio
donde el dominio global se divide arbitrariamente, basado en criterios de opti-
mizacién de la carga entre los procesadores, del ancho de banda del problema de
interface, etc.[1,2,3,4]
IT Frontera entre mallas heterogéneas de elementos finitos:
En este caso la frontera separa diferentes mallas de elementos finitos. Es el proble-
ma de “pegado” de mallas, que permita conectar mallas con elementos de distinto
tamafo, grado, etc.
HI Frontera fisica:
Bordes que separan cuerpos, como en el caso de problemas de contacto unilateral.
IV Fronteras de entrada/salida:
Este caso representa regiones donde la carga depende de las deformaciones (fuerzas
seguidoras), o donde las condiciones de entrada dependen de la solucién actual
(integracidn entre resultados analiticos y experimentales).

FORMULACION DEL PROBLEMA ELASTICO
EN UN DOMINIO PARCIAL

Considérese un problema de respuesta mecénica elastica lineal planteado sobre un sub-
dominio (Figura 1). Se designa con 0 al subdominio s y

r=rilJrsJr; (1)
es la frontera de ese subdominio.
El problema serd resuelto por el método de elementos finitos en desplazamientos, por lo

que las variables primales son las componentes del vector desplazamiento u; y las varia-
bles duales son las componentes del tensor de tensiones o;;. Las tensiones superficiales
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Figura 1: Un subdominio

estin dadas por la férmula de Cauchy t; = o; jvj, siendo v; el versor normal externo a
la superficie.

El conjunto de ecuaciones de campo en el subdominio 2*, para pequefios desplazamien-
tos, es:
Ecuaciones de “equilibrio™

0ijj +bi = pil; (2)
Ecuaciones constitutivas:

oij = Hijki €xt (3)

Relaciones deformacidn-desplazamiento:
1 .
€5 = 5(ui,j +uj,) (3)
En estas expresiones b; son las componentes de las fuerzas volumétricas; p es la densidad;

Hj un tensor de constantes elasticas y ; ; las componentes del tensor de deformaciones.
Las condiciones de borde son:

enT; : uilp, = 45 (4)
enTy: oi;vilr, = 4 (5)
enl;: Bi(uj)|r, = ¢ (6—a)
o bien Bi(uj)Ir, < ¢ (6 —b)

En la parte del contorno I'; hay desplazamientos impuestos (i;); en I'; hay tensiones
impuestas (£;) y I'; es un borde de conezidn, donde las ecuaciones (6-a) se verifican para
bordes “pegados”, mientras que condiciones del tipo (6-b) se dan para situaciones de
contacto unilateral.

El problema asi planteado es equivalente a minimizar un funcional potencial II

min II(y;) VYu; € K (7)
siendo
K = {v;, v; suficientemente regular en Q° ,v; = &; on [
y Bi(vj)=¢; ( o bien Bi(v;) < ¢i)en I'3}

Para un problema eldstico el potencial es:

H’(u,') = -;-/ é,'jH,'jklék{dQ —L biu,‘dQ— A t,u,-dl"— F;(u,) (8)
QS s . ;

Siendo I'§(u;) el término de potencial debido a las condiciones de contorno en T';.
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DISCRETIZACION POR ELEMENTOS FINITOS

Aplicando el método de los elementos finitos el vector de desplazamientos u; se aproxima
en la forma

u; = N;q (9

Introduciendo (9) en (8) se obtiene una aproximacién de la energia potencial total

. 1 - .
(u;) = 39" Kq-q"f - I13 (10)
donde
K= [ BTHB.dQ (11)
Qe
f= [ NTbdQ+ [ NTtdl (12)
Qe T,
€ = B.q (13)

€ es un vector con componentes de ¢;;. Hay varias maneras de construir la contribucién
de las condiciones de borde en I'; al término II§ del potencial en (10). Se discuten en
las secciones siguientes.

CONDICIONES DE BORDE EN LA FRONTERA DE CONEXION

Las condiciones de contorno sobre la frontera I'y depende del tipo de situacién de que
se trate y para cada uno de los problemas descriptos arriba toman las formas siguientes.

L. Métodos de decomposicién de dominio pare la solucién del problema global

Cuando se realiza una descomposicién de dominio en el problema global (figura 2) se
tiene una correspondencia nodo a nodo entre los subdominios vecinos. Se imponen
condiciones de igualdad de desplazamientos:

en I3[ \05 : 19’ =Biq’ (14)

Figura 2. Frontera entre subdominios

7 es el vector de desplazamientos nodales del subdominio s, cuya dimensién es n,.
Analogamente q" es el vector de desplazamientos nodales del subdominio r, de di-
mensién n.. B} es una matriz de dimensién ny X n, que restringe los desplazamientos
1° a aquellos nodos ubicados sobre la frontera k de Q° con Q7. Analoga definicién para
ta matriz Bi. Normalmente las matrices B{, etc., estdn pobladas de ceros, excepto en
correspondencia con los grados de libertad en la frontera, donde tienen valores 1 o —1.
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II. “Pegado” de mallas heterogéneas de elementos finitos
Al conectar mallas heterogéneas de elementos finitos no hay una correspondencia entre
los nodos de subdominios vecinos. Se imponen restricciones de igualdad

enT3(\T5:  Biq’'=Biq =ck (15)

Los dominios r y s son las mallas que se conectan. q* and q” son vectores desplazamiento
en ambos subdominios, de tamarfios n, y n,, respectivamente. B} y B} son matrices de
nXn, y nXn,, respectivamente, que restringen los desplazamientos en los subdominios
a aquellos sobre la k-ésima frontera. c* es un vector, de dimensidn ng, con variables de
referencia en la frontera k.

III. Contacto unilateral
Cuando dos cuerpos estdn en contacto, es decir no pueden penetrarse entre si, pero
pueden separarse, se especifican restricciones de desigualdad sobre la frontera:

en I3[ |5 : B’qs > c* > B"q" (16)

k

Nuevamente aqui » y s son los subdominios en contacto (figura 3) y ¢® un vector de

variables de referencia, de tamanio ny, sobre la frontera I's.

fs3

Figura 3. Contacto unilateral

IV. Fuerzas superficiales dependientes de la deformacidn

En este caso el borde I'; es una parte del borde donde hay fuerzas superficiales que
dependen de la deformacién del cuerpo. Este es el caso de “fuerzas seguidoras™. Un
conjunto de tensiones t dependen de los desplazamientos en ese borde:

en'y: d = Bq = Tt(d) (17)
APROXIMACION DEL POTENCIAL EN LA FRONTERA
ENTRE SUBDOMINIOS

El término de potencial sobre la frontera entre subdominios I3, en la expresién (10),
puede construirse de diferentes formas:

1) Identificacion directa de los desplazamientos del borde:

Las condiciones cinematicas de contorno Bq = ¢ se imponen exactamente. En este caso
no hay contribucién de I'y al potencial II°.
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2) Multiplicadores de Lagrange:

En este caso la aproximacién del término de potencial es
fI; =AT(Bq-—c) (18)

Si B es una matriz topolégica, A representa un vector de fuerzas nodales que “atan” los
bordes I'; [3,5,6].

3) Métodos de penalizacidn:

La contribucién al potencial sobre la frontera se toma aqui como una forma cuadratica:

i} = 2(Ba ~ )7 (Bq - <) (19)

K es una matriz de coeficientes “grandes”. Representa una suerte de constantes de
resorte que estan uniendo los bordes. Cuanto mayor sean esos coeficientes tanto mejor
se verificardn las restricciones de desplazamiento, pero en ese caso pueden presentarse
problemas numéricos para la resolucién. Es habitual considerar una matriz de la forma:

& = eI, vale decir que hay una sola constante ¢ (grande) que conecta dos grados de
libertad enfrentados [5,6,7].

4) Lagrangianoe eumentado[8,9]:

i3 = A7(Bq - ¢) + 5(Bq - ¢)"x(Ba - c) (20)

5) Lagrangiano perturbado:

M} =AT(Bq-c)+ %,\TL A (21)

La matriz ¢ contiene coeficientes “pequefios”. Una comparacién con (19) permite ver
que el concepto fisico de estos coeficientes es el “fexibilidad”, opuestos al de la matriz
& [7,10].

PROCEDIMIENTOS DE SOLUCION

La solucién del problema global puede ser visto como realizada en dos etapas:
1. Local:
Los grados de libertad internos de cada subdominio Q° y aquellos sobre el borde I3
pueden ser calculados resolviendo problemas locales en cada subdominio, en funcién
de los grados de libertad sobre la frontera I';. Estos calculos locales pueden ser
efectuados separadamente para cada subdominio y, por tanto, son perfectamente
paralelizables.
2. Fronteras de conezidn:
Los grados de libertad sobre las fronteras de conexién se obtienen resolviendo un
problema global sobre estas incgnitas. Este problema es acoplado y no resulta
directamente paralelizable.
A continuacién se analiza la solucién para cada uno de los casos de construccién del
potencial II§, y para cada clase de problema segiin las condiciones sobre la frontera,
dados en las secciones precedentes. Por razones de compacidad se tratardn problemas
de tipo I( Descomposicién de dominio}, II (Pegado de mallas de elementos finitos) y 111
(Contacto unilateral). No se tratardn problemas de tipo IV (Fuerzas seguidoras).
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1. Identificacién directa de los desplazamientos del borde

Cuando las condiciones sobre la frontera involucran mas de un subdominio el problema
global es acoplado, cosa que se da en los casos que se discuten a continuacién.

Problemas con condiciones de igualdad
Para los problemas de clase I (descomposicién de dominio) y de clase II (pegado de

maeallas) la minimizacién del potencial global

=0 Vsq (22)

conduce al sistema de ecuaciones
Kq-f=0 (23)
con IT = 3" TI*. Si se particionan las matrices en la forma
|4 _[X K >
we[i] - L& ]

donde el simbolo O representa grados de libertad internos de cada subdminio, O grados

de libertad de frontera y O términos de acople entre ambos, el sistema de ecuaciones
(23) resulta

K*q® = f* - K3q s=1,2,.. (25)
Sq = G
siendo
s = K-S R*T(K*) K (26)
la matriz del complemento de Schur y
G = - RTK) P’ (27)

En la etapa de local se resuelve, para cada uno de los subdominios, la primera de las
ecuaciones (25) en forma separada. Se precisa apenas efectuar la factorizacién de la
matrices.

En la segunda etapa se resuelve el problema global de fronteras (segunda ecuacién de
(25) ) y con esta solucién se vuelve a los problemas local pudiendo entonces realizar
las sustituciones que completan aquella solucién.

Problemas con condiciones de desigualdad

En problemas de contacto unilateral (Clase III) la primera etapa corresponde, igual que
en el caso anterior, a la solucién del problema (25-a) en cada subdominio.
En la segunda etapa el problema global, sobre la frontera, puede ser escrito:

mlmgnza.r (1a7sq -7 G)

sujeto a (Bg-C)<0

donde B corresponde a un ensamble global de las matrices B.
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2. Multiplicadores de Lagrange

El problema

mxm;mzar (%qTKq —~qTf)

(28)
sujeto a (Bq—-C)<0
es equivalente a un problema de tipo de montura:
min max 1
y {34"Ka-q"f-2"(Bq-C)} (29)
q
que conduce a:
Kq - f-BTA =0 30)
Bq - C <0 (

Problemas con condiciones de igualdad

Para los problemas de clase I (descomposicion de dominio) y de clase II (pegado de
mallas) el sistema anterior queda:

—f—-BT\ =
{quBA 0 (31)

Bgq - C =0

En la primera etapa de solucién se pueden expresar los desplazamientos en cada sub-
dominio en funcién de las fuerzas de “atado” sobre la frontera A:

@ =K +BTA) s=1,2... (32)

En la segunda etapa, reemplazando q (32) en la segunda ecuacién (31) se obtiene:

FA = f, (33)
~0on

F =Y B(K)'B'7 (34)
y

fa = > BY(K*)7!f* (35)

3

st dltimo problema, planteado globalmente sobre las fronteras. Calculado de aqui A
se vuelve a la ecuacién (32) para obtener los desplazamientos.

2roblemas con condiciones de desigualdad

“n problemas de contacto unilateral (Clase III) se tienen las ecuaciones (30) con res-
ricciones de desigualdad. La primera etapa de resolucién es como en el caso anterior
2cuacién 32), para cada subdominio.

-n la segunda etapa, si se sustituye q en el problema (29) se tiene el problema dual:

min 1

x>0 (2,\TF/\—1\TfA) (36)

Zste dltimo problema puede abordarse por técnicas de minimizacién tales como método
¢z Gauss-Seidel con relajacién y projeccién, o el algoritmo de Lemke {11,13].
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Una vez resuelto el problema (36) sobre la frontera volviendo a la primera etapa se
calculan los desplazamientos.

Otra forma de solucién es abordar directamente el problema en punto de montura (29),
donde se calculan simultaneamente A y q. Un ejemplo de esto es el algoritmo de Uszawa
(9,12,13].

3. Método de penalizacién

El problema se expresa:
min 1 o T 1 T -
. {39 Ka-q'f-5(Bq-C) x(Bq-C)} (37)

que es equivalente a:

Kq-f-BTk(Bq-C) = 0 (38)

Efectuando un particionamiento como en (24) se llega nuevamente a un primer conjunto
de ecuaciones donde se calculan los desplazamientos internos §:

§=K'(f-Kg) (39)
v otra ecuacién:
K*g = -BTxC (40)
con
K* = K-BTkB, - KTK™'K (41)
y
f* = F-KTK'f (42)

Problemas con condiciones de igualdad

Para los problemas de clase I (descomposicién de dominio) y de clase II (pegado de ma-
llas) en la primera etapa se resuelve la ecuacién (39) para los desplazamientos internos.

En la segunda etapa se calculan los grados de libertad sobre la frontera con la ecuacién
(40).

Problemas con condiciones de desigualdad

El método de penalizacién ha sido muy utilizado en problemas de contacto unilateral
(Clase III), debido a la facilidad de su implementacién. Generalmente se sigue una
estrategia de seguimiento de las restricciones y se activan o desactivan segin la posicién
relativa de las superficies en contacto. Se realiza una solucién de tipo incremental ¥
si las restricciones estan activas se agrega su contribucién a la matriz global (segundo
término de la ecuacién (41)). De lo contrario se ignora ese término. Una vez calculado
el problema en las fronteras se resuleven los grados de libertad internos con la ecuacion

(39).
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha esbozado una formulacién de elementos finitos para pro-
blemas mecénicos, partiendo de la consideracién de un subdominio como base para la
mismo. Este punto de vista tiene las motivaciones indicadas en la introduccién y permite
considerar una amplia gama de situaciones tanto en lo que hace a los problemas fisicos
en si como a las particularidades de su resolucién computacional.
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