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RESUMEN

Se presenta un procedimiento libre de mallas para la resolucién de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales a partir de la combinacién del método de colocacion
puntual y el método de interpolacion de minimos cuadrados moviles aplicada a la
ecuacion general de residuos ponderados. Como aplicacion se estudia el caso de
resolucién de la ecuacion de Poisson en dos dimensiones considerando condiciones de
borde de Dirichlet y Neumann. Se realiza un analisis de la convergencia del método asi
como también una estimacion del error.

ABSTRACT
This paper presents a meshless procedure for the solution of partial differential equations,
using a combination of point collocation method and moving least squares interpolation
with the weighted residual method. As application example, the Poisson equation in two
dimensions have been solved by this procedure taking into account Dirichlet and
Neumann boundary conditions. Error evaluation and convergence analysis have been
presented.

1. METODO DE PUNTOS FINITOS
Supongamos un problema escalar representado por la ecuacién diferencial

A{u)=5b en Q) (€))]
con las condiciones de contorno

B(u) =1 enl,; u—u,=0 enl, 2)

donde Q2 representa el dominio en estudio y I'='+T", su contorno. 4 y B son operadores diferenciales y
u es una funcion escalar incognita. Dicha funcion u depende de la posicién elegida para su evaluacion
dentro de QQ, en general

u=u(x) 3

donde x representa la posicion dentro de Q. Para el caso unidimensional x = x, para el caso

bidimensional x = [x, y].

Una técnica bastante comiin para la resolucion numérica de este problema es el método de los residuos
ponderados [6] en el cual, la funcién desconocida u es aproximada por una funcion # y las ecuaciones
anteriores son lievadas a la siguiente forma integral
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[ Wil 4i-b1aQ2+ [ 7 [Ba- 14T + [ Wi ~u,Jdr =0
Q L L, *

donde 4 puede expresarse en funcion de los valores de u en ciertos puntos de Q de la siguiente manera

n
u(x) =i(x) = ZP: Ny(x)ul %)
i=1
y en forma matricial como
N (6)

en esta expresion las N(x) representan las fanciones de interpolacién para cada uno de los puntos en los
que se tienen los valores u,." , ¥ X, como ya mencionamos, define las coordenadas en el dominio Q. En
general tomaremos

N;(x)=0 sixe ), Ni(x)=0 six g (@)

donde €; es un subdominio de Q2 que contiene n puntos en los que se tienen los valores u!, y tal que
n<<n,. Esto ltimo le otorga a la formulacién 1la capacidad de trabajar localmente para resolver el
problema global, ayudando adems4s a la formacién de matrices en banda. En el método de puntos
finitos {1], [5] estos subdominios € son llamados ‘nubes’. Cabe aclarar que los valores »" son las
incégnitas de nuestro problema y no datos como se viene exponiendo. Pero la sustitucién de (5)en (4)
y la apropiada eleccion de las funciones #,, ¥, y i permitird encontrar estos valores «, que como se
entenderd son, en general, de cardcter aproximado a los verdaderos valores de .

Veamos cémo se evaliian las funciones de forma en el método en cuestion. Para ello consideremos una
nube ; con n puntos cuyas coordenadas son x; donde se tienen, 0 se pretende tener, los valores u} . Nos

proponemos aproximar la funcién u(x) en el dominio de la nube a través de una interpolacién
polinémica

w(x) 2 i(x)= Y, pi(x)a; ®)
=1
en forma matricial

p®a ©

donde a es un vector de la forma (@1, @, @, ..., @y]" con las constantes de interpolacién y p(x)
contiene los monomios que dependen del orden de aproximacién y de la dimension del problema. Por
ejemplo para el caso bidimensional e interpolacién cuadratica

P=ILxy 2 5,)] m=6 (10)

y la funci6n aproximante sera para este caso
u(x) 2i(x) = @) +agx+ayy +asx’ +asxy+agy? an

Teniendo definido el grado de la funcién aproximante a usar para interpolar la funcién incégnita en
cada nube, el proximo paso a seguir es tratar de expresar i en funcion de los valores u’ dados, o que

se pretenden hallar, para ciertos puntos dentro del dominio Q. Para ello # es evaluada en esos n
puntos de €. En general se tendra n>m y el problema de interpolacién posee mas datos que parametros
de ajuste (los &), por lo que debe resolverse como un problema de minimizacion de algin funcional.
Utilizando técnicas de minimos cuadrados pesados el problema consiste en minimizar el siguiente
funcional del error en la nube ; para hallar los parametros de ajuste o;
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J=

INgE

p(uh - a(x)? 12)

J

La funcion ¢ se denomina funcién de peso. Dependiendo del tipo de funcion de peso que se adopte se
obtendran diferentes técnicas de interpolacion por minimos cuadrados pesados [3]. La que se propone
aqui es ¢l método de interpolacion por minimos cuadrados méviles [2], [3]. En este método la funcion
de peso @ se ‘traslada’ con el punto x (punto arbitrario del dominio) en el cual se la desee evaluar (a
ellay al funcional) convirtiéndose este punto en lo que denominaremos ‘punto principal de la nube’.
Este tipo de dependencia de la funcién de peso lo pondremos de manifiesto a través de Ia siguiente
expresion

p=p(x;-x") {13

con esto, (12) se transforma en
< sk 2
=D @x; —x Nu} —i(x;)) (14)
J=l

Nuestro objetivo al momento, es encontrar los valores de los parametros a; que minimicen (14). Esto
lo logramos derivando (14) respecto de cada uno de los & e igualando a cero dichas derivadas. Asi
encontramos .

a=A"1Bu (15)

mam mxm  mxnnxl

donde & es el vector que contiene los parametros a;, y para el caso unidimensional y en funcién de la
componente de posicion

n
*
A =3 o(x;-x )p(x;)p(x;) (16)
mxm j=l
o(x—x") tox xf
| S DU | . 5
A={x x .. x, - b xy x an
e i x3 . x2 ’

o(xy —x)f1 x, x2

obsérvese que A depende tanto de la posicién de los puntos x; dentro de la nube como del x * adoptado,
esto iltimo a través de la dependencia mencionada de las funciones peso con x”. La inversa de esta
matriz, que es o que se requiere en la expresién (15) se evaliia numéricamente en el punto x en
cuestion. Teniendo en cuenta la definicién del vector p dada anteriormente (ec.(10) por ejemplo) esta
expresion puede reescribirse de la siguiente manera

p(x —x") p{
. T
=[p1 P2 - Pn L P2 (18)

Plx, =x") s

mgn=[¢(x1—x‘)l)(x1) P(xy =X Ip(x3) .. Plxy _x')p(x,,)] (19)
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validas estas, cualquiera sea la dimensidn del problema.
Con todas estas expresiones se puede reescribir la funcién de interpolaciéon como

Py = NT h
#(x) N (x)’t:xl (20)
con
T o o T(sy. -1
AR @

que contiene las funciones de forma. La (21) es la funcion de forma para x*. En dicha expresion se
puede observar que todos los factores guardan una dependencia respecto de x, en particular Ay B a
través de la funcion de peso ¢ (x” es arbitrario), por lo que discontinuidades, o cambios de forma en @
relacionados con x, pueden acarrear discontinuidades en las funciones de forma.

Hasta ahora no se ha requerido en la formulacion propuesta mas que de la posicion de los puntos
donde se tienen dados los u!. Pero para que el método conserve dicha caracteristica que lo hace libre
de la necesidad de un mallado, serd necesario utilizar una técnica apropiada para resolver el problema
integral planteado a través de la ecuacion general del método de los residuos ponderados dada por (4).
Aplicando el método de colocacion puntual [6] se tiene

3|

W, =W =T, =4 22)

3|

donde § es la funcién delta de Dirac, y el sistema que se obtiene resulta en la evaluacion de
1 _ —_o- o e o - 23
{[A(“)]i b; }ﬂ =0; {[B(u)],- —’i}r’ =0; (@ up)r" =0 @)

para cada uno de los puntos x;, i = 1,...n,, lo cual es equivalente a un sistema de la forma

K u =1t (24)
npxy, npxl npxl

donde el vector u" contiene las incognitas del problema, ul'.

En la (23) el término correspondiente a las condiciones de contorno de Dirichlet puede anularse si se
‘fuerza’ a & a cumplir con dichas condiciones, con lo que la (23) queda reducida a los primeros dos
términos.

2. APLICACION A LA RESOLUCION DE LA ECUACION DE POISSON

El método descripto se utiliz6 para resolver la ecuacion de Poisson en dos dimensiones

4 any 2 u
E("x E) *5(’@ ;5) +Q=0  amQ (25)
con las siguientes condiciones de contorno
au du
kxz+ky5—up=o enl; u-u, =0 enl, 26)

adoprando en lo que sigue k. =k, = 1.
Para dicho problema se requiere la evaluacion de las derivadas segundas de la funcién aproximante.
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Comenzaremos con el problema de la eleccién de la funcién de peso ¢ =g@(x; - x"). Para obtener

una funcién de forma global continua dicha funcidén de peso debera ser continua y diferenciable en Q;,
y ademas debe tender a cero a medida que x tiende al contorno de €; (nos alejamos de x*). Una funcién
que redne dichas caracteristicas es la gaussiana

@IV _ = (xm/e)}

; —_ * = = d s
ol =5 = T o)

@7

donde, para el caso bidimensional

*

(28)

d(xjy) =y, =52 + 0y -y =[x - x

que da un valor unitario sobre el punto x", el punto principal de la nube.
El lector debe observar que la definicion de Q; y la de ¢ = p(x ;= x') estan intimamente relacionadas

a partir de las condiciones que esta ultima debe satisfacer dentro de Q;, y dado que (; es el soporte de
la funcién de peso.

Para la discretizacion de (4) los puntos x en los que se requiere evaluar la funcién #, son precisamente
los puntos x = x;, i = 1,...n,. Para aclarar, los x; que forman parte de la nube son un subconjunto de los
X;, y para cada uno de estos x; debera establecerse una nube Q;.

Volviendo a las condiciones que debe cumplir la funcién de peso. La condscxon de derivabilidad es
indispensable dado que para la resolucién de (25) se requiere la derivada de las funciones de forma
dadas por (21). La segunda condicion, de que la funcion tienda a cero hacia el contorno de la nube es
mas facil de analizar a partir de las graficas de la fig.1.,, en las que se considera por sencillez un
dominio unidimensional sobre el que se ha establecido un conjunto de puntos x; equiespaciados
unitariamente.

=i d
08 - 98-
08 06~
) /{ i / \
. \ |
[z

@ 4 8 8 I3 (] E’_"m —:—] 3 8 1
(@ ®

fig.1.:funciones de peso y nubes para dominio unidimensional

En las figuras 1.a y 1.b los puntos de discretizacion se identifican mediante circulos. Los llenos son
aquellos que son pesados por la funcién de peso, los x; pertenecientes a la nube en cuestién. Para tomar
nubes de tres puntos, cantidad apropiada para el caso m=2 (ec.(10)) segun [1], la dimension de Qi se
toma igual 2x,,=3.2 (que nos asegura tres puntos dentro de €);), manteniéndose (salvo hacia el contorno
del dominio) la forma de @ =p(x; —x"). En la figura 1.a la funcién de peso p=p(x; -x)

corresponde a x = x'=x,=3, y define la nube Q; = Q; alrededor de este punto. Dentro de esa nube los
pesos de Ios xj correspondientes se sefialan con lineas verticales. En la figura 1.b se observa lo mismo
parax = x" =3.4. Para este punto, y todos los intermedios desde x = 3 los puntos que deben pesarse
dentro de la nube siguen siendo los mismos, variando los valores de los pesos para cada uno de ellos en
forma continua dado que, por hipotesis, la forma de la funcion de peso no cambia. Asi vemos que el
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punto x; = 2 es ‘abandonado’ con un peso despreciable al igual que el ‘entrante’ x; = 5. Lo que se
pretende mostrar aqui es que la condicion de decrecimiento hacia el contorno de ); mantiene la
continuidad de i (ver ec. (20) (21)) cuando se produce un cambio en el conjunto de puntos x; que se
pesan.

Esta apreciacion es de interés en la etapa de postproceso si es que se pretende utilizar el método de

interpolacién expuesto para hallar la funcién # entre los valores u,-h . Por economia de calculo (dada

las inversiones y evaluaciones que se deben realizar en cada punto) se podria utilizar una combinacién
con un método mds economico en esta fase, una interpolacion lineal por gjemplo.

Para calcular los valores u,-h en cada punto de discretizacion se tomara a cada uno de ellos (x =x,, i =

1,...n;) como puntos pricipales (x*), por lo que se tendrd una nube por cada uno de dichos puntos y por
ende la funcion de forma correspondiente.

Volviendo a nuestro problema. Como dominio QQ donde rige (25), se escogio el rectangular de la figura
2.a.. Para comenzar, los puntos de discretizacion se eligieron distribuidos de forma regular sobre dicho
dominio, asi se puede apreciar en la fig.2.a.. La eleccion de los puntos vecinos a ser pesados
(definicion de la nube) para obtener la funcién de forma dada por (21), dependera de la ubicacion de
los x,. La definicién de la funcién de peso correspondiente también de se ve afectada por esto. Asi por
ejemplo, para los nodos del interior del dominio se adopta un criterio de seleccion diferente al usado
para los nodos del contorno. En este trabajo se ha adoptado una aproximacién cuadratica, expresién
(10), para la que {1] [5] sugieren se adopte una cantidad de puntos por nube n = 9. Los diferentes
criterios de seleccion de estos puntos para cada x; se pueden apreciar en las figuras siguientes.

t

8 15

4 P tunoidn de paso pars (1 6,8]

5 ceo 1 didmairo del soparte: e iteps
000

s °

4

w

o 1 2 354

Q
(@) ®)

fig. 2.:(a) nodos vecinos de un punto interior del dominio, n = 9; (b} funcion de peso para la nube determinada en (a)

Las figuras muestran las nubes correspondientes a diferentes puntos asi como las respectivas funciones
de peso. En estos dibujos, los puntos marcados con un circulo son aquellos incluidos en la nube del
punto marcado con un circulo lleno (punto principat).

e
T furién de peso xi={4,0]

purto wirtice
diémetro soporte: dle2+eps

-
oo

a ¢ ®
@

fig. 3.:(a) seleccion de nodos vecinos de un punto vértice, n = 9; (b) funcion de peso para la nube determinada en (a)
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t
[
funoitn de peso xi=[0,5]
7 Fko contorne
diametra soporte: diz2eeps
5
=
400
o
L
3
2
1
0t (z) 3
(@)

fig. 4.:(a) seleccion de nodos vecinos de un punto del contorno, n=9; (b) funcion de peso para la nube determinada en (a)

hunoién de pese xivp 8,01
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fig. 5.:(a) seleccion de nodos vecinos de un punto vecino al vértice, n = 8; (b) funcién de peso para la nube de (a)

5

Se debe notar que para los nodos del tipo de la fig. 5, la cantidad de puntos adoptados 7 es menor. Esta
eleccion no es tnica, asi como tampoco lo son las anteriores, no existiendo un criterio de seleccidn
determinado. Pero los resultados obtenidos de esta forma han sido aceptables.

Una vez definido el criterio de seleccién de las nubes y la funcién de peso a utilizar veamos como
evaluar las derivadas de la funcion aproximante i, necesarias para discretizar (25) y (26). Para ello
trabajaremos s6lo con la componente espacial x pudiéndose deducir expresiones similares para y.

La funcién de forma viene dada segiin (21) por

S.Tﬂf,,.r(""‘”ﬁm_l'”?m) (29)

derivando esta expresion respecto de x se obtiene

é’NT @T 4 r -1
—_— +
x X mxn Ipxm 0)
lxn Ixm mxn
donde
cl'=a"l.B (€3);

Recordemos que si bien se tiene una expresion analitica para el calculo de los coeficientes de A, no
sucede lo mismo con los de su inversa A". En caso de querer calcular A" en un punto especifico
primero debemos evaluar A en dicho punto, y luego calcular su inversa. Multiplicando a izquierda
ambos miembros de la expresion (31) por A se obtiene y derivando respecto de x
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x!_®
dx (32)

-1
de donde se puede despejar %. para poder evaluar (30).

-1
En cuanto a las derivadas de A y de B, necesarias para evaluar X a partir de (32), se pueden
evaluar a partir de las signientes expresiones
A < Fp(d) P
=2 PP 33)
& =t &
donde d viene dado por (28)
7% Jp dp 29
3;=[;;P(X1,}'1) —G;X‘P(Xz,yz) v S PG Yn) (34)

Las derivadas de la funcidn de peso requeridas en (33) y (34) deben evaluarse para los puntos [x;, ¥, /
= 1,...n de cada nube por lo que se debe contar con una expresion analitica de la misma al igual que la
funcién de peso. Esta expresion se puede obtener derivando (27) respecto de cada una de las variables
espaciales. En caso de derivar respecto de la componente x, se tiene

(9) -2

ap(d) _ 2e ¢ ¢ (x, -Xx)

N

1-e \°€

El mismo procedimiento utilizado para calcular la derivada primera se sigue para el cilculo de la
derivada segunda.
Una vez obtenidas las expresiones para la discretizacion resta seguir los pasos establecidos en 1 para
hallar los valores u," . Nos queda sin embargo hacer algunas aclaraciones respecto al tratamiento de {as
condiciones de contorno forzadas. El método de interpolacion utilizado consiste en una aproximacion
por minimos cuadrados por lo que, es de mencionar que los valores u/ no serén en general
coincidentes con los valores de la solucién #(x,,y,). En el caso de condiciones de contorno forzadas el
método puede entonces no respetarlas. Una manera de salvar esto es hacer

u(x;, yi) = a(x;, yi)=up (36)
con lo cual, estas condiciones quedaran satisfechas.

La forma mostrada para la seleccion de los puntos de las nubes es una particularizacién del método de
cuadrantes [1]}, [4]. Dicho método consiste en tomar para cada punto principal un cuadrante con origen
en él. Los puntos que formaran la nube se tomaran de a (n-1)/4 en cada cuadrante, y como los mas
cercanos dentro de cada uno. Por ejemplo, para el caso de interpolacion cuadratica tomaremos dos
puntos de cada cuadrante (n = 9). El radio del soporte (€2} de 1a funcién de peso quedard determinado
por la mayor de las distancias entre el punto principal y los puntos elgidos. En el caso de distribuciones
no regulares de puntos de discretizacion, puede suceder que dentro de un cuadrante un punto quede
demasiado alejado del punto pricipal en comparacion con los demas. Se propone en estos casos rever
'a cantidad de puntos que entran en un radio determinado por esta distancia y tomarlos como parte de
la nube. Esto incrementara el ancho de banda de la matriz K en la medida en que entren nuevos puntos
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en los demas cuadrantes para el radio del soporte seleccionado. Con este criterio se deberan utilizar
distribuciones de puntos de discretizacién no demasiado irregulares y, o que varien su densidad de
puntos de una forma suave en caso de querer preservar un ancho de banda razonable.

3. EJEMPLOS NUMERICOS

El método descripto se aplicé a la resolucion de diversos casos sobre un dominio rectangular (1.~4,
1,=9) sobre el que rige (25) con diferentes condiciones de contorno y con- p dado por (10)
aproximacién cuadratica. Para soluciones contenidas en p y discretizaciones razonables Ia solucion es
exacta {2]. Por ejemplo, para el caso unidimensional que se muestra en la figura 6.

Qxy=0

f W e @

(2)

(b)

fig.6.: (a) problema unidimensional, cond. de contorno y término fuente; (b) discretizacion irregular
(n,=137); (c) solucidn caso (a).

Tanto para la discretizacién regular de la fig. 2.a. (n,=171) como para la de la fig. 6.a. el resultado es el
mismo que se muestra en la fig. 6.c., y que coincide con la solucion exacta. Para obtener una grafica de
1a solucion en el caso de discretizaciones irregulares como la de fig. 6.b., se interpola sobre una grilla
regular ntilizindose luego una interpolacion lineal.

Otro caso estudiado sobre el mismo dominio para (25), es uno con condiciones de Dirichlet nulas
sobre todo el contorno y término fuente dado por

00 =21 (3 Jr{ e )

Para este caso es sencillo obtener la solucién analitica La expresion de la misma se ha utilizado para
realizar un analisis de la convergencia del método para este problema particular. Para ello se han
utilizado mallas estructuradas distorsionadas aleatoriamente, cada coordenada de los puntos de
discretizacion interiores del dominio sufre un corrimiento entre 0 y .2A (h: distancia entre puntos de
discretizacion de la malla estructurada original). Como aproximacion a la norma L, del error se utilizo
la siguiente expresion
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La fig. 7.a muestra, en escala logaritmica, la grafica de h-e, donde puede observarse el orden de
convergencia (entre 1.5 y 2). En la fig. 7. b se observa una grafica de la solucién obtenida para /=.5
(n,=171) mediante el método de puntos finitos.

loge
3

s H i i 7%&1

4

45 4

h7%

55
[ E/

h= 12

T 45 05

(2)

fig.7.(a) distancia entre puntos versus error, escala logaritmica; (b) solucion obtenidi di MPF (h=5)

a
iogn

5. CONCLUSIONES

Ademis de obtener soluciones trabajando sobre discretizaciones irregulares, el método no requiere de
conectividades ni existen problemas de elementos distorsionados como en MEF. Esto facilita el
remallado y o el refinamiento en zonas del dominio donde se lo requiera para una mejor aproximacion.
Otra ventaja es la facilidad con que se puede reprogramar para obtener un orden de aproximacion
mayor.

Por otro lado quedan por resolverse problemas como el criterio de seleccién de las nubes que puede
relacionarse con la generacién de los puntos. Durante el desarrollo de este trabajo se ha observado que
distribuciones de puntos cuyo gradientes de densidad varien bruscamente, son desfavorables para la
aplicacion del método. Aunque esto puede solucionarse con el agregado de mas puntos que permitan
una variacién suave del mismo gradiente.
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