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RESUMEN
Se presenta un procedimiento libre de mallas para la resolucion de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales a partir de la combinacion del metodo de colocacion
puntual y el metodo de interpolacion de minimos cuadrados m6viles aplicada a la
ecuacion general de residuos ponderados. Como aplicaci6n se estudia el caso de
resolucion de la ecuaci6n de Poisson en dos dimensiones considerando condiciones de
borde de Dirichlet y Neumann. Se realiza un an8lisis de la convergencia del metodo asi
como tambien una estimaci6n del error.

ABSTRACT
This paper presents a meshless procedure for the solution of partial differential equations,
using a combination of point collocation method and moving least squares interpolation
with the weighted residual method. As application example, the Poisson equation in two
dimensions have been solved by this procedure taking into account Dirichlet and
Neumann boundary conditions. Error evaluation and convergence analysis have been
presented.

donde Q representa el dominio en estudio y r=r,+ru su contomo. A y B son operadores diferenciales y
u es una funci6n escalar incOgnita.Dicha funcion u depende de la posicion elegida para su evaluacion
dentro de Q, en general

donde x representa la posicion dentro de Q. Para el caso unidimeusional x
bidimensional X = [X, y).

Una tecnica bastante comlin para la resolucion numenca de este problema es el metodo de los residuos
ponderados [6] en el cual, la funcion desconocida u es aproximada por una funcion u y las eeuaciones
anteriores son llevadas a la siguiente forma integral



f W;[AII-b]dQ+ f W;[BII-tjdr + f W;[II-Upjdr = 0
o r, r.

donde Ii puede expresarse en funci6n de los valores de U en ciertos puntos de 0 de la siguiente manera
np

u(x):; u(x) = L. Nt (x)u1 (5)
1=1

en esta expresi6n las Nj(x) representan las funciones de interpolaci6n para cada uno de 10spuntos en los
que se tienen 10s valores u;, y x, como ya mencionamos, define las coordenadas en el dominio O. En
general tomaremos

donde n; es un subdominio de 0 que contiene n puntos en los que se tienen los valores u:' y tal que
n«np• Esto ultimo Ie otorga a la formulaci6n la capacidad de trabajar loca1mente para resolver el
problema global, ayudando adem8s a la formaci6n de matrices en banda. En el metodo de puntos
finitos [1], [5] estos subdominios OJ son lIamados 'nubes'. Cabe aclarar que los valores u: son las
inc6gnitas de nuestro problema y no datos como se viene exponiendo. Pero la sustituci6n de (5) en (4)
y la apropiada elecci6n de las funciones W;, W, y IV, pennitirli encontrar estos valores u:' que como se
entendera son, en general, de caracter aproximado a los verdaderos valores de u.

Veamos cOmose evaluan las funciones de forma en el metodo en cuesti6n. Para eRo consideremos una
nube n;con n puntos cuyas coordenadas son Xj donde se tienen, 0 se pretende tener, los valores u: . Nos
proponemos aproximar la funci6n u(x) en el dominio de la nube a traves de una interpolaci6n
polin6mica

m
u(x):; u(x) = L.PI(x)al

1=1

donde a es un vector de la forma lab a2, a3, ..., a",]T con las constantes de interpolaci6n y p(x)
contiene los monomios que dependen del orden de aproximaci6n y de la dimensi6n del problema Por
ejemplo para el caso bidimensional e interpolaci6n cuadnitica

Teniendo definido el grado de la funci6n aproximante a usar para interpolar la funci6n inc6gnita en
cada nube, el pr6ximo paso a seguir es tratar de expresar II en funci6n de los valores u: dados, 0 que
se pretenden hallar, para ciertos puntos dentro del dominio 0;. Para eUo u es evaluada en esos n
puntos de f!j. En general se tendrAn>m y el problema de interpolaci6n posee mas datos que parametros
de ajuste (Ios 01), por 10que debe resolverse como un problema de minimizaci6n de algUnfuncional.
Utilizando tecnicas de minimos cuadrados pesados el problema consiste en minimizar el siguiente
funcional del error en la nube OJ para hallar los parametros de ajuste a;



n

J: 'I,tp(U] -U(Xj»2
j=l

La funci6n rp se denomina funci6n de peso. Dependiendo del tipo de funci6n de peso que se adopte se
obtendran diferentes tecmcas de interpolaci6n por minirnos cuadrados pesados (3]. La que se propone
aqui es el metodo de interpolaci6n por minirnos cuadrados m6viles (2], [3]. En este metoda la funci6n
de peso rp se 'traslada' con el punto x· (punto arbitrario del dominio) en el cual seJa desee evaluar (a
ella y al funcional) convirtiendose este punto en 10 que denominaremos 'punto principal de la nube'.
Este tipo de dependencia de la funci6n de peso 10 pondremos de manifiesto a traves de la siguiente
expresi6n

n

J: 'I,tp(Xj -x·Xu] _u(Xj»2
j=l

Nuestro objetivo al momento, es encontrar los valores de los parametros aj que minimicen (14). Esto
10 lograrnos derivando (14) respecto de cada uno de los aj e igualando a cero dichas derivadas. Asi
encontrarnos

a = A -I B uh
mxn nrxm mxn nxl

donde a es el vector que contiene los parametros aj, y para el caso unidimensional y en funci6n de la
componente de posicion

n
A = 'I,rp(Xj -x')p(Xj)p(Xj)

mrm j=l

IIXl Xf]
1 X2 xi

rp(Xn -X') ; x~ x~

observese que A depende tanto de la posiciOn de los puntos x; dentro de la nube como del x· adoptado,
esto Ultimo a traves de la dependencia mencionada de las funciones peso con x·. La inversa de esta
matriz, que es 10 que se requiere en la expresi6n (15) se evaliJa numericarnente en el punta x· en
cuestiOn. Teniendo en cuenta la definicion del vector P dada anteriormente (ec.(10) por ejemplo) esta
expresi6n puede reescribirse de la siguiente manera

B "'[tp(Xl -X·)P(XI) rp(x2 -X')P(X2) .... rp(xn -x·)P(Xn)]
mrn



vaIidas estas, cualquiera sea la dimensi6n del problema.
Con todas estas expresiones se puede reescribir la funci6n de interpolaci6n como

u(x) = N T(x)uh
1m nxl

NT = P T (x)· ( A -I B)
1m Ixm mxm mxn

que contiene las funciones de forma La (21) es la funci6n de forma para x". En dicha expresi6n se
puede observar que todos los factores guardan una dependencia respecto de x, en particular A y B a
traves de la funci6n de peso {fJ (x' es arbitrario), por 10 que discontinuidades, 0 cambios de fontta en (fJ

relaeionad05 con x, pueden acarrear discontinuidades en las funciones de forma

Hasta ahora no se ha requerido en la formulacion propuesta mas que de la posicion de los puntos
donde se tienen dados los u:. Pero para que el metoda conserve dicha caracteristica que 10 haee libre
de la necesidad de un mallado, sera necesario utilizar una tecnica apropiada para resolver el problema
integral planteado a traves de la ecuaci6n general del metodo de 105 residuos ponderados dada por (4).
Aplicando el metodo de colocaei6n puntua1 [6] se tiene

donde el vector ub contiene las incognitas del problema, u/ .
En la (23) el termmo correspondiente a las condiciones de contomo de Dirichlet puede anularse si se
'fuerza' a u a cumplir con dichas condiciones, con 10 que la (23) queda reducida a los primeros dos
termmos.

adoptando en 10 que sigue Ie. = Ie"= I.
Para dicho problema se requiere la evaluaci6n de las derivadas segundas de la funcion aproximante.



Comenzaremos con el problema de la elecci6n de la funci6n de peso rp = rp(x j - x • ). Para obtener

Wlafunci6n de forma global continua dicha funci6n de peso debera ser continua y diferenciable en 0;,
y ademas debe tender a cero a medida que x tiende al contomo de Oi (nos alejamos de x">. Una funci6n
que reUnedichas caracteristicas es la gaussiana

que da WIvalor unitario sobre el punto x·, el punto principal de la nube.
Ellector debe observar que la definici6n de 0; y la de rp= rp(x j - x') estlin intimamente relacionadas

a partir de las condiciones que esta ultima debe satisfacer dentro de Oi. y dado que Oi es el soporte de
la funci6n de peso.
Para la discretizaci6n de (4) los puntos x en los que se requiere evaluar la funci6n Ii. son precisamente
los puntos x = Xi. i = I •...np• Para aclarar, los Xj que forman parte de la nube son un subconjunto de los
Xi, y para cada uno de estos Xi debera establecerse una nube 0;.
Volviendo a las condiciones que debe cumplir la funci6n de peso. La condici6n de derivabilidad es
indispensable dado que para la resoluci6n de (25) se requiere la derivada de las funciones de forma
dadas por (21). La segunda condici6n, de que la funci6n tienda a cero hacia el contomo de la nube es
mas facil de analizar a partir de las gnificas de la fig. I., en las que se considera por sencillez un
dominio unidimensional sobre el que se ha establecido un conjunto de puntos Xi equiespaciados
unitariamente.

(a) (b)
jig.l..jUnciones de peso y nubes para domimo unidimensional

En las figuras l.a y l.b los puntos de discretizaci6n se identifican mediante circulos. Los llenos son
aquellos que son pesados por la funci6n de peso, los Xj pertenecientes a la nube en cuesti6n. Para tomar
nubes de tres puntos, cantidad apropiada para el caso m=2 (ec.(IO)) segiln [I], la dimensi6n de ni se
toma igualZx,.=3.2 (que nos asegura tres puntos dentro de 0;), manteniendose (salvo hacia el contomo
del dominio) la forma de rp=rp(Xj -x'). En la figura l.a la funci6n de peso rp=rp(x; -x*)

corresponde a x = x· = Xi = 3. y define la nube Oi = 03 alrededor de este punto. Dentro de esa nube los
pesos de los Xj correspondientes se sefialan con lineas verticales. En la figura l. b se observa 10 mismo
para x = x· = 3.4. Para este punto, y todos los intermedios desde x = 3 los puntos que deben pesarse
dentro de la nube siguen siendo los mismos, variando los valores de los pesos para cada uno de ellos en
forma continua dado que, por hipOtesis, la forma de la funci6n de peso no cambia Asi vemos que el



punto Xj = 2 es 'abandonado' con un peso despreciable al igual que el 'entrante' Xj = 5. Lo que se
pretende mostrar aqui es que la condici6n de decrecimiento hacia el contomo de Q, mantiene la
continuidad de II (ver ec. (20) (21)) cuando se produce un cambio en el conjunto de puntos Xj que se
pesan.

Esta apreciaci6n es de interes en la etapa de postproceso si es que se pretende utilizar el metoda de
interpolaci6n expuesto para hallar la funci6n II entre los valores uf . Por economia de calculo (dada
las inversiones y evaluaciones que se deben realizar en cada punto) se podria utilizar una combinaci6n
con un metodo mas econ6mico en esta fase, una interpolaci6n lineal por ejemplo.

Para calcular los valores lIf en cada punto de discretizaci6n se tomara a cada uno de eUos (x = Xi, i =
I,...np) como puntos pricipales (X), por 10que se tendra una nube por cada uno de dichos puntos y por
ende la funci6n de forma correspondiente.

Volviendo a nuestro problema Como dominio Q donde rige (25), se escogi6 el rectangular de la figura
2.a.. Para comenzar, los puntos de discretizaci6n se eligieron distribuidos de forma regular sobre dicho
dominio, asi se puede apreciar en la fig.2.a.. La elecci6n de los puntos vecinos a ser pesados
(definici6n de la nube) para obtener la funci6n de forma dada por (21), dependera de la ubicaci6n de
los Xi. La definici6n de la funci6n de peso correspondiente tambien de se ve afectada por esto. Asi por
«iemplo, para los nodos del interior del dominio se adopta un criterio de selecci6n diferente al usado
para los nodos del contomo. En este trabajo se ha adoptado una aproximaci6n cuadratica, expresi6n
(10), para la que [I] [5] sugieren se adopte una cantidad de puntos por nube n = 9. Los diferentes
criterios de selecci6n de estos puntos para cada x, se pueden apreciar en las figuras siguientes.

'0 ,
1 ~ s'

00 00
fig. 2. (a) nodos vecinos de un punto interior del dominio. n = 9; (b) funcion de peso para /a nube determinada en (a)

Las figuras muestran las nubes correspondientes a diferentes puntos asi como las respectivas funciones
de peso. En estos dibujos, los puntos marcados con un circulo son aqueUos incluidos en la nube del
punto marcado con un circulo Ueno(punto principal).

,
o 1 6 3 S -4 (b)

(a)
fig. 3.:(a) seleccion de nodos vecinos de un punto verlice. n = 9; (b) jUncion de peso para la nube determinada en (a)



(a)
jig. 4 era) selecaon de nodos vecinos de un punta del contomo. n~ 9; (b) juncion de peso para la nube dererminada en (a)

°0 1 ~ J s"

W 00
jig. 5.:(a) seleccron de nodos vecinos de un punta vecino al vernce. n ~ 8; (b) funcion de peso para la nube de (a)

Se debe notar que para los nodos del tipo de la fig. 5, la cantidad de puntos adoptados n es menor. Esta
elecci6n no es frnica. asi como tampoco 10 son las anteriores, no existiendo un criterio de selecci6n
determinado. Pero 105 resultados obtenidos de esta forma han sido aceptables.

Una vez definido el criterio de selecci6n de las nubes y la funci6n de peso a utilizar veamos como
evaluar las derivadas de la funci6n aproximante II, necesarias para discretizar (25) y (26). Para ello
trabajaremos sOlo con la componente espacial x pudiendose deducir expresiones similares para y.
La funci6n de forma viene dada segUn (21) por

NT = P T(x).( A -I. B)
lxn um mxm mxn

ONT opT -1 T OC-I
-- = --. C + P . ---:;::-

Ox Ox mxn Ixm VA
Ixn Ixm mxn

Recordemos que si bien se tiene una expresi6n analitica para el c31culo de 105 coeficientes de A, no
sucede 10 mismo con 105 de su inversa A'I. En case de querer calcular A'l en un punto especifico
primero debemos evaluar A en dicho punto, y luego calcular su inversa. Multiplicando a izquierda
ambos miembros de la expresi6n (31) por A se obtiene y derivando respecto de x



rJA OC-I 08
-·C-1+A·--=-
Ox Ox Ox

,x-Ide donde se puede despejar __ para poder evaluar (30).
ar

,x-I
En cuanto a las derivadas de A y de B. necesarias para evaluar a partir de (32). se pueden

ar

Las derivadas de la fimci6n de peso requeridas en (33) y (34) deben evaluarse para los puntos [xi. Yi].J
= I•...n de cada nube por 10 que se debe contar con una expresi6n analitica de la misma al igual que la
fimci6n de peso. Esta expresi6n se puede obtener derivando (27) respecto de cada una de las variables
espaciales. En caso de derivar respecto de la componente x. se tiene

EI mismo procedimiento utilizado para calcular la derivada primera se sigue para el clilculo de la
derivada segunda
Una vez obtenidas las expresiones para la discretizaci6n resta seguir los pasos establecidos en 1 para
hallar los valores ut. Nos queda sin embargo hacer algunas aclaraciones respecto al tratamiento de las
condiciones de contomo forzadas. EI metodo de interpolaci6n utilizado consiste en una aproximaci6n
por minimos cuadrados por 10 que, es de mencionar que los valores "i' no serlin en general
coincidentes con los valores de la soluci6n U(Xi'Yi)' En el caso de condiciones de contomo forzadas el
metodo puede entonces no respetarlas. Una manera de salvar esto es hacer

La forma mostrada para la selecci6n de los puntos de las nubes es una particularizaci6n del metodo de
cuadrantes [I). [4). Dicho metodo consiste en tomar para cada punto principal un cuadrante con origen
en el. Los puntos que formarlin la nube se tomanin de a (n-I)/4 en cada cuadrante, y como los mas
cercanos dentro de cada uno. Por ejemplo, para el caso de interpolaci6n cuadratica tomaremos dos
puntos de cada cuadrante (n = 9). EI radio del soporte (OJ)de la fimci6n de peso quedani determinado
por la mayor de las distancias entre el punto principal y los puntos elgidos. En el caso de distribuciones
no regulares de puntos de discretizaci6n, puede suceder que dentro de un cuadrante un punto quede
dernasiado alejado del punto pricipal en comparaci6n con los demas. Se propone en estos casos rever
la cantidad de puntos que entran en un radio determinado por esta distancia y tornarlos como parte de
la nube. Esto incrementara el ancho de banda de la matriz K en la medida en que entren nuevos puntos



en los demas cuadrantes para el radio del soporte seleccionado. Con este criterio se deberan utilizar
distribuciones de puntos de discretizaci6n no demasiado irregulares y, 0 que varien su densidad de
puntos de una forma suave en caso de querer preservar un ancho de banda razonable.

El metodo descripto se aplico a la resoluci6n de diversos casos sobre un dominie rectangular (1.=4,
ly=9) sobre el que rige (25) con diferentes condiciones de contomo y con· p dado por (10)
aproximacion cuadratica. Para soluciones contenidas en p y discretizaciones razonables la soluci6n es
exacta [2]. Por ejemplo, para el caso unidimensional que se muestra en la figura 6.
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fig. 6.: (a) problema unidimensional, cond de con/omo y /ermino jUente; (b) discretizacion irregular

(np= 137); (c) solucion caso (a).

Tanto para la discretizaci6n regular de la fig. 2.a (np=l71) como para la de la fig. 6.a el resultado es el
mismo que se muestra en la fig. 6.c., y que coincide con la solucion exacta Para obtener una gnifica de
la soluci6n en el caso de discretizaciones irregulares como la de fig. 6.b., se interpola sobre una grilla
regular utiliz3ndose luego una interpolaci6n lineal.

Otto caso estudiado sobre el mismo dominio para (25), es uno con condiciones de Dirichlet nulas
sobre todo el contomo y termino fuente dado por

Para este caso es sencillo obtener la soluci6n analitica La expresi6n de la misma se ha utilizado para
realizar un arnilisis de la convergencia del metodo para este problema particular. Para ello se han
utilizado mallas estructuradas distorsionadas aleatoriamente, cada coordenada de los puntos de
discretizaci6n interiores del dominio sufre un corrimiento entre 0 y .2h (h: distancia entre puntos de
discretizaci6n de la malla estructurada original). Como aproximaci6n a la norma ~ del error se utiliz6
la siguiente expresion



La fig. 7.a muestra, en escala logaritmica, la grmca de hoe, donde puede observarse el orden de
convergencia (entre 1.5 y 2). En la fig. 7. b se observa una grmca de la soluci6n obtenida para h=.5
(np=171) mediante el metodo de puntos finitos.
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(a)
fig. 7. (a) distaneia entre puntas versus error. eseala logaritmiea; (b) solueion ohtenida medieante MPF (h~.5)

Ademas de obtener soluciones trabajando sobre discretizaciones irregulares, el metodo no requiere de
conectividades ni existen problemas de elementos distorsionados como en MEF. Esto facilita el
remallado y 0 el refinamiento en zonas del dominio donde se 10 requiera para una mejor aproximaci6n.
Otra ventaja es la facilidad con que se puede reprogramar para obtener un orden de aproximaci6n
mayor.
Por otro lado quedan por resolverse problemas como el criterio de selecci6n de las nubes que puede
relacionarse con la generaci6n de los puntos. Durante el desarrollo de este trabajo se ha observado que
distribuciones de puntos cuyo gradientes de densidad varien bruscamente, son desfavorables para la
aplicaci6n del metodo. Aunque esto puede solucionarse con el agregado de mas puntos que permitan
una variaci6n suave del mismo gradiente.
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