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s.? presenta fa soluclon para regimenes estanonano y trallS/torio de u.na
membrana por elementos finitos (E.F.) con no l:nealidades cUbicas. Es
aplicado el metodo de escalas mUltiples de primer orden a Los casos de
excitaci6n modulada de tipo perIOdica de baJa yalta FeClumCla y
excltaclon impu;sl\·a. Posteriormente se muestra la dependencia de la
respuesta no nneaf con la e.xlstencia de comblnaciones resonantes.
Finalmente se estudia la presencia de resonancras internas y su repercusi6n
en la respuesta no Zineal.

The solution for stationary and transitory states of a membrane by Jinite
elements with cubic nonlinearities is presented. The rl"..ethodof multiple
scales 0/ the fIrst order in the cases of amplitude modulated periodic
excitation of low and high frequencies and impulsive excitation is applied.
The eXistence of resonant combinations, showmg the dependence of the
nonlinear response is considered subsequently. The presence of internal
resonances and their repercu.sslon in the nonlinear answer Is studiedjinally.

Se obtendra fa respuesta de una membrana pol' elementos finitos (E.F.) aplicando el
metodo de escafas mUltiples (E.M), en su version de expansion de derivadas [1].
r:;€ranaplicadas excltaciones del tipo campana en Las formas periOdica de alta y
baja frecd£ncia. y tambiim exC/tacion impulsiva. Las soluciones tend ran valida para
reg/menes transitorio y estaclonarlo. De la comparaclon con la respuesta lmeal
exacta (L.EJ, se extra.eran algunas observaciones refiE-rzdas a partil-'U.larrdades de
(E.Af.) para aproximaciones de primer orden con esa dase de carga.
EnreJerencla [2] se explica la imporrancia de realizar un a.rullisis no lineal cu.ando

se esta ap!icando una exc:taci6n muitifrecuencIa, debido a fa presencia de alguna
combinacu)n resonante. Se observar/i ademas que, la respuesta no lineal depende de
los valores de lasfrecu.encias aplicadas.

Otro obJet/vo, es deteP/11Irar 10s modos presentes en la respuesta no lineal, despu.es de
incorporarse en laformulac/on fos termmos dt? Latotalidad dt? comblnaclOnes lineales
de uno de los patrones de resonancia interna.
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Se trata de una membrana de dieciseis grados de libertad discretizada por elementos
fini tos (E. F.) [3] Y [4 ], usa.nao elementos rectangulares de cuatro nodos. El mate rial
es elastica lineal homogeneo e ts6tropo. Ei amortiguamiento es viscoso de matriz
diagonalizable. Presenta no Lmealidad geometrica debida a grandes rotaciones en ef
plano medio. Locual originafii£rzas restaurativas qUE dependen de despfazamientos al
cuba. La excitacion es muitifrecuencia de 5 terminos, periOdica 0 del tipo pufsante,
confonna de campana en aiguno de ios casos considerados. Dos situaciones distintas
se tratan : excitaci6n jUerte no resonante y combinaci6n resonante del
tIpo Ql + Q2 + Q3 =E. oext + w(ns) . Se incluyen en ei analisis no lineai la totaiidad
de modos naturales de la estrut:tura, pero s610 se considera.n fas resonancias intemas
de laforma -w(a) - w(f:J)+ w(r) +w(8) =E. 0'2.

Una vez discretizada la membrana por ( E.F.), se llega al sistema de ecuadones
dijerenciaies no lineales siguiente :

•• • 2
'fin + 2/-ln 'fin + Wn 'fin + rnmpq 'fIm 'fIp 'fIq = F" (t)

Tomando como nwgnitudes caracteristicas Xo y Wo de amplitud y frecuencia angular,
siendo ellas elegidas como el ancho de la membrana y la primer frecuencia natural
respectivamente. y agrupando terminos, las ecuaeiones en Jorma adimensional se
pueden escribir:

donde E, es el parametro de perturbaci6n. q'.J.e agrupa los terminos de
amomguamiento y rigidez cUbica que tienen el mismo orden en ef modelo [5] .

EI valor del parametro de perturbaci6n, fas frecuencias naturales. eL vector de
amortIguamiento. y e! tensor de rigid,,'Z cilbica de cuarto orden de Las ecuaciones (3).
se obt:enen a partl r de tOIi datos de la siguiente Tabla .'



1
2.6 m.

~~--~------------ 2.01 m.

001 m.
2690 Kglm"3
68.6 X 10--9 Nlm*"2
0.3 ad/mens/anal

0.1 adimensianal
0.1

Respuesus a exdtaciooes periOdica de aka y baja frecuencia, e impulsiva :
Se aplica a la membrana una excitaci6n fuerte no resonante del tipo campana peri6dica
que no produce resonancias secundarias ni combinaci6nes resonantes (C.R.). Se hace
que la frecuencia de excitaci6n de menor valor, sea mas grande que la frecuencia natural
maxima. El periodo adimensional de la excitaci6n es de esta forma pequeno e igual a
0.000299. Los val ores numericos de cada uno de los cinco tenninos se encuentran en
Tabla II y su snUo en Figura 1 :

Tabla II. Amplitudes, freaunci.as, y fases de cada tirmino de la
aci.taci.dn periOdica de altafreaunci.a.

i 1 2 3 4 I 5
K(i) ! 5M.OOM 250. ()(}(}(} 250.0000 500.0000 1500.0000
Q(i) ! 209877.0 230864.7 188889.3 OOסס0.00 120987.70
O(i) 10.000000 3.141593 3.141593 0.o00ooo 13.141593

Excitaci6n campana peri6dica de 5 tenninos en alta
frecuencia no resonante.

En [as siguientes dus figuras se observa que en ambus regimenes, fas respuestas L.E.
lpor E.lvi son. en fos grafteos. euine/dentes. La.dijereneia numenea es pequef'la. Para
obtener fa Figura 2, se tomaron condiciones i!liciales no l1u.las.
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Re5puesta del modo 1 en regimen transitorio por E.M. y
por L.E. a excitaci6n campana de alta frecuencia y

condiciones iniciales no nul as.

35000000
sa 30000000
~ 25000000
" 20000000! 15000000
o 10000000;;;
'" 5000000
~ 0

o

17055000 "."'"'.,.,.,.o='....,.,..,..",.,..,.,'""'o='~....,.....,.....,.~....,.'""'"="1

i:~I_i;
17025000

2&00 2&00 2&00 2 E-<OO 2 &00 2 E-<OO 2 E-<OO2 E-OO

TI.m po x 10""10.

En la Ultima figura, el ancho de la base de cada pico. es el mrSfflo que el de cada
campana de la excitacion. Las frecuencras mil:;altas no aparecen visiblerr/Eflte en ella.
Mantemendo los mismos valores numerieos de Tabla 11, pero tomando solo el
intervalo (0.0; 0.000299), es deerr fa primer campana, la €xcitacion es de caracter
impulsivo .'



R. T. Ferreira, C. A. Prato

Excitaci6n campana impulsiya de 5 tenninos no
resonante.

La respuesta del modo 1 por E.1v1.es muy parecida a la respuesta L.E. cuando esta
aplicada la excitcu:ion impufsiva anterior, fo cu.al se observa en Figura 5:

Respue!ta por E.M.y L.E. del modo 1 para excitaci6n
impulsiva.
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Ahara apficamos una excitacion per/Mica de fa rmsma forma de la que esta en Figura
2, pero can frecuencias fevemente menores a e las naturales del sistema. Los valores
estan en fa siguiente tabla:

Tabfa 111. Amplitudes, frecuenclas. y fases de cada termino de la excitaclon periodica
que produce una comb!naci6n resonante.

1 2 3 4 5
K(i) 4333.564 2166.782 2166.782 4333.564 4333.564
0(1) 182.2373 200.461 164.0135 0.000000 18.22373
BO) ! 0.000000 3.141593 3.141593 0.000000 13.141593



La respuesta es practicamente coincidente para E.•H, L.E. y Runge Kufta R..K No se
reconoce bajo este tlpO partIcular de excitacion. el benejicio de obtener una resp'desta
no lineal. Los resu.ltados se ven en Figura 6.

ROlspuuta dOlimodo 1 a excitacion qu. produce
combinacion resonante, segun E.M.,L.E., y R.K
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·0.01 __ Serle1

Tlempo. -- Serie2
__ Serie3

Figura 6: Respuesta del modo 1 a excitaclon periOdica que satisjace combinacion
resonante por E.lvf., R.K., y I.E.

Respue51.a no lineaJ J nspue51.a lineaJizada. InJ1umci.a del yaJor de ji'eeu.mci.as J
fases inteninientes en la carga apIicada, eu.ando existen. combin.aci.ones resonantes

delaforma 01+ 02 + 03 =E.O'ext + wens) .

.JJ exafY'Jnar la diferencia entre las respuestas no lineal y lineallzada con los valores
de Tabla IV, los cuales no conservan laforma de campana que tenian las anteriores
excitaciones, pero mantienen la mi~""macondicion resonante, se tiene :

Tabla n~ Amplitudes. frecuencias, y lases de cada termino de la excitacion periodica
que prodw::e una combinacion resonante.

, II 2 3 4 5i
;
K(i) 192520.53 92520.53 92520.53 92520.53 O. (}()()()()

00) i 54171180 54171180 438.3694 1438.3694 0.00000 !
I

e(i) 10.000100 13.141593 -1.047147 2.071451 OOסס0.0 ,
II : I



Excitacion multifrecuencia de 4 terminos en funci6n del
tiempo. Amplitud maxima 2136,561964.
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Hf siguiente cuadro muestra fa respuesta de fa membrana a fa e.xeitaci6n
multifrecuencia de 4 terminos del grafteo anterior. cuando fa jormulaei6n pOl' E.M
ha sido linealizada :

Posicion del modo 1 en funci6n del tiempo.(ns=1J,
(nmod=16~Excitaci6n multifrecuencia de 4

terminos.Respuesta Linealizada.

""'0
]
~ -20000

'f 20000
S!

Figura 8: Respuesta linealizada del modo 1a exeitacior. de Tabla IV que produce
combinacion resanante.

La respuesta no lineal pOl' E.M. en cambia. tiene una amplitud aproximadamente
cuatro veces mayor para ef intervafo correspondiente a regimen estaeionano:
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Posic:i6n en funci6n del tiempo para el modo 1. (n5'l1),
(nmod=16~ Excitac:i6n multifrecuenc:ia de 4 tenninos.

Respuesta No Lineal.

150000

'f
100000

~ 50000
l(

0c
'0
] -50000.•
~ -100000

-150000

Figura 9: Respu.esta no lineal por E.M del modo 1 a excitaeiOn de Tabla IV ~
produce combinaeion resonante .

Esta respuesta representa mejor 121 movimiento real, J justifica 121 tratamiento no
lineal. En su obtencion. jUe inclufda la combinaeion resonante dentro de la
jormulaeion. Formalmente Ia inclusion implica 121 agregado de dos terminos en las
ecuaciones ~ gobiern.an la amplitud y jase. Uno de la forma de una excitaeion
primaria dejreC'..I.encia 01+ 02 + 03 y de amplitud sk; y otro con stante.

Si jormamos una nueva excitaciOn, modificando las jrecuencias J las jases, pero
manteniendo constantes el valor sk y la condicion
01 + 02 + 03 =E.r7'ext + wens), se tiene la Tabla V. Luego de aplicar la
excitaeion nueva, se observa un crecimiento de importancia en la amplitud de la
respuesta no lineal. La tabla J los graficos que ilustran. 10 mencionado, seven a
continuacion.

Tabla V. Excitacion periMica ~ resulta de modificar lrecuencias y lases de la tabla
anterior.

1
1 2 3 4 5

K(i) 1117756.9 117756.9 117756.9 117756.9 0.00000
~~(i) 1182,2373 182.2373 182.2373 182.2373 OO0סס.0

8(1)
1
0.00001 3.10000 1.550796 -1.560796 ooסס0.0
:



Excitaci6n multifrecuencia de 4 terminos en funci6n del
tiempo. Amplitud maxima 2139.185132.
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Posici6n en funci6n del
tiempo.(modo=1 Mns::1 Mnmocl=16~Excitaci6n

multifrecuencia de 4 terminos. Respuesta no lineal.
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Se visualiza entonees una dependeneia de la respuesta no lineal. con los vaLores de Las
./,recuencras de Ia e.xc:taCion Sin modlficar fa cond/e/on resonante. ni fa ampfitud de La
e:mtaci6n primarra que esta presente en la formulaelon. Las amplitudes maximas de
fas e.xcitaciones de FIguras 7 y 10 difieren en un O.001 %, mientras que sus respuestas
de Figuras 9 y 11 dijieren eereanamente al 25% Es deeir que, ''!1 Las condiciones
enunc:adas. variaI' fa forma de Ia e~citaCl6n .mantemendo su amplitud maxima
aproxlmadamente con stante .. oeas:ona signijieativas diferenCias en La respuesta de!
SIstema.
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Fueron detectadas once combmaeiones lineales de Las frecuencias naturales del
sIstema lineal no amortiguadoque satisja.cenla condicion anterior.

Tabla VI. Oncesolu.clOnesde la ecuacion -l1-{a)-11(jJ)+ w(y) + »(6) =5cr2

I k ja ( k )

1

ft ic Ir ( k ) 1° ( k

\1 11 12 113 114
12 11 13 14 /11
13 11 14 16 114
14 12 14 16 113
15 12 18 , 10 116
16 13 14 18 110

17 13 16 111 114
18 14 15 19 112
19 14 16 17 19
110 17 113 114 115111 110 111 112 113
Con u.na excitaeion diferente para cada modo de manera que se cumplan Las
condiciones de la Tabla VII, se asegura que cada excitaeion es, desde el punta de
vista de la formulaeion, equivalente a una excitaeion primaria. Por otro lado
tambien se conserva laformay amplitud maxima de la carga aplicada.o

I ns (ntlm.de modo €Xc.)

I k s (amplitud de exc.)

i Q 1+ Q 2 + Q 3 (free. de exc.)

I (J" ext (Factor desafinador)

1,2,3,4, ...,16.
10000.

w(ns)+5

50.

se resuelven ias ecuaciones que gooiernan la variacion de amplitud .Y fase como
CO'lst?cuenciade apnear E..M. can aproximaclon de primer orden y can frecuencias
que satisfacen OJ.+ ill + 03 =E.d2 + W (ns) , obteniendose como an'<]Jlitudesen
.regimen estacionano para cada modo alas valores a(i,ns). Los resultados se
pUtdu: smtetlzar en !aforma :



donde 0 "'IS- es 121delta de Kronecker. Los va10res numericos adiml'-nsiona1es '10 nulos

de izctor(i) xl0'. estan en Tablas VJliylX.
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Cuando es excitado 121modo' ns : fas restantes se anulan en regimen estacionaria, en
fas condiciones dadas. En fos siguientes graficos se ven respuestas tipicas de amplitud
en funci6n def tiempo para 121modo e.xcitado, y para otro que no fo es.

Am plltud de Respue.ta del modo 1 en tunc/on del
tiem po. (n.=1), (nm od=16). Excltaclon eam pana de 5

t'rm Ino. no 1mpulsiva.
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Am plltud de Respuesta del modo 16 en tunc/on del
t1empo. {n.=1j, (nmod=16j. Excltaclon Campana de 5

t'rm Inol no 1mpulsiva.
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f 8000

;! 6000. 4000'!
:; 2000..
E
<

·2000



ENIEF - X Congreso sobre Metodos Numericos y sus Aplicaciones

En Laprimer figura. correspondiente al modo eJ:citado, ademcis de visualizarse dos
regimenes transttorios (por aparicion y desaparicion de La carga apitcada), se
observa un intervalo de tiempo asociado al regimen estacionano en el cual fa
ampiItud es constante. La segunda jigura muestra la particlpaCion del modo no
excltado en regimen transttorio.

En Lasformas de excitacion q.u; se dejinen en Tabla 11. la soluci6n por E.•\A. en una
aproXilrzaciOn de primer orden no diJiere signiJlcativa.mente de La solucion lineaL
exacta en transttorio 0 estacionario para una excitacion no re:.onante del tipo
campanaperi<kiica sea 0 no de altafrecuencla. Ta.mpoco dijiere mucho en eL caso de
excitaclon presentado en Tabla Ill. pese a satisfacerse una condicion de combmacion
resonante e incrementaese la amplitud maxima de excitaciOn. Se explica porque Las
frecuencias intervinientes en La combinacion resonante ocastonan que la correcion de
primer orden por E,1.•.1. sea mucho mas pequef!a que Las amplitudes de la respuesta
lineal.
La va.!oracion de Lasfrecuencias Ql,Q2,Q3, ma.nteniendo constante su suma. que es
proxima a una frecuencia natural, en una e.;'Ccitacionmultifrecuencia de tres 0 mas
terminos, es de gran implicancia en La respuesta no linea.!; ya que. comose via, es una
van able de LacuaL depende. C.omo consecuencia, una vez reconocida La necestdad del
estudio no linea.! por existencia de la combinacion resonante, se hace tambien
necesario en su analists. determtnar el rango de va.!ores de cada una de Las
frecuenclas participantes en La excitacion para dejini r La combinacion de va.!ores mas
critica. Es decir, La que provoca mayores amplitudes en la respuesta no lineal.

De los resultados deL analisis de R.1. se deduce que en regimen estacionano con
excitacion multilrecuencia no impulstva del tipo ca.mpana dejinida en tabla Illy
considerando presentes en 121 analisis todas las posibles secularidades ligadas a
exponentes de la forma - w( a) - w(JJ) + w(r) + w( 8) == E. 0'2 , la respuesta de la
membrana en estudio solo incluye la frec'.l.encia del modo excitado, ademcis de las
frecuencias presentes en la excitacion.
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