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Se analiza la capacidad regularizadora del ablandamiento de formulaciones elastoplasticas
basadas en la teoria micropolar de Cosserat. El trabajo incluye un estudio sobre la influ-
encia de la orientacion de mallas de elementos finitos en las pred'icciones de falla obtenidas
con solidos elastoplasticos clasicos y micropolares. Los resultados munericos muestran la
capacidad regularizadora de los continuos enriquecidos con los giros micropolares, si bien
se indica que alill en este caso la influencia de la orientacion de la malla es importante.

The capability of elastoplastic micropolar formulations based on Cosserat theory to reg-
ularize the softening behavior during computational failure simulations is analyzed. The
attention also focuses on the influence of the mesh orientation on the failure predic-
tions. The results included in this work indicate that micropolar continuum are able to
supresses localization and therefore lead to objective predictions. However, these predic-
tions strongly depend on the mesh orientation.

La respuesta inelastica de un amplio espectro de materiales ingenieriles, incluidos hormigones
y aceros, esta caracterizada por localizaciones del campo de deformacion en bandas de
reducida dimension. La simulacion computacional de los problemas de localizacion ha
sido y es un area de intensa actividad cientffica. Los desarrollos realizados hasta el pre-
sente pueden ser a priori clasificados en dos grupos seg{ill el metodo utilizado para la
descripci6n de las fisnras 0 fallas. Por lill lado la descripcion difusa y par el otro la
descripcion discreta de fracturas. Estos metodos 0 concept os han convergido en alglln
aspecto debido, primeramente, al hecho que el analisis de localizacion de discontinuidades



de segundo orden intersecta los dos conceptos de procesos de falla de vollimen dominante
y de superficie dominante.

La descripcion de procesos de falla mediante modelos continuos basados en la plastici-
dad y la mecanica de dano han recibido considerable atencion. Sin embargo, eluso de tales
formulaciones continuas 0 difusas en simulaciones computacionales de procesos de falla
conduce a predicciones fuertemente dependientes del tamano y de la orientacion de los ele-
mentos de la malla. Para evitar esta deficiencia se han propllesto y desarrollado diferentes
teorias 0 formulaciones constitutivas, las cuales conducen a reducciones de mayor 0 menor
importancia de la perdida de objetividad de las predicciones de resistencia limite y resid-
ua!' Entre estas formulaciones regularizanies del comportamiento de ablandamiento se
destacan principalmente las formulacines no locales integrales (Pijaurdier-Cabot y Bazant
1987), las formulaciones no locales de gradientes, los modelos elastoplasticos basados en
mecanica de fracturas (Etse y Willam 1994), las teorias viscoplasticas de tiempo depen-
diente (Needleman 1987, Etse y Willam 1997) y la formulaciones basadas en continuos
micropolares de Cosserat (de Borst 1990, Dietsche et al 1992, Sluys 1992).

Invariablemente, todas las formulaciones regularizantes del ablandamiento introducen
una longitud caracteristica en la relacion tension-deformacion aunque el significado flsico
de la misma varia considerablemente de acuerdo a la formulacion considerada.

En el presente trabajo se analizan las caracteristicas de las predicciones de falla
obtenidas con formulaciones materiales continuas basadas en la teoria micropolar de
Cosserat. Especial atencion se presta al analisis de la capacidad regularizadora del
ablandarniento de formulaciones constitutivas basadas en dicha teoria. Los resultados
numericos que se incluyen estan orient ados tambien a analizar la sensibilidad de las
predicciones de falla obtenidas con formulaciones micropolares frente a perturbaciones
introducidas por la orientacion de la malIa.

Los resultados obtenidos soportan la conclusion que si bien la teoria micropolar reg-
ulariza el comportarniento de ablandamiento, la misma conduce a predicciones de falIa
sensibles a la orientacion de la malIa.

En esta seccion se detallan las propiedades mas relevantes de la teoria de continuos mi-
cropolares, 108 cuales, contrariamente a los continuos clasicos 0 continuos Boltzmann,
exhiben giros independientes de las deformaciones en cada punta de masa. En este sen-
tido, la extension result ante de las ecuaciones cinematicas y estaticas es definida mediante
la teoria de Cosserat (1909).

Los trabajos mas relevantes sobre esta teoria se encuentran en las publicaciones de
Gunther (1958), Schaefer (1967) y Mindlin (1963).



donde a(.j) = aSlffi es la parte simetrica del tensor y O"[ijl representa la parte antimetrica
del mismo. siendo
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La consideraci6n del equilibrio en el dominie E, despreciando las fuerzas inerciales,

conduce a las ecuaciones
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aij., = 0
Zi3,i + eij3aij = 0

En la descripci6n anterior, el primer subindice denota la normal a la superficie y el
segundo la direcci6n de la componente. Mas atm, Zi3,i represent a las cuplas tensoriales,
propias de los continuos micropolaraes.

Par ouo lado, el campo de deformaciones

C(ij) = 1/2(uj,i + Ui,j) (7)

C[ill = 1/2(uj,i - Ui,j) - eij3W3 (8)

donde W3 representa el giro que experimenta un sistema de coordenadas cartesianos con
centro en cada ptmto de masa del continuo y que es independiente del campo de desplaza-
mientos. Evidentemente, el caso particular del continuo clasico se recupera cnando el giro
medio en el campo 1/2(uj,i - Ui,j) toma el valor W3'

Una medida adicional de la deformaci6n es el tensor de giro

aij = Eijkl Ckl

Zij = Cijkl/'i,kl

(10)
(11)

Esta forma particular de la teoria lineal de Cosserat esta. basada en la funci6n de densi-
dad de energia, desacoplada en la parte dependiente de las deformaciones y de los giros
rnicropolares

U = U( c,l>:) = U,( c) + UK(I>:) (12)
En el caso tridimensional y en termino de las constantes de Lame, el tensor elastico

toma ahora la forma

E,jkl = ).,Di/Jkl + 2/-L(DikDjl + DilDjk) + 2/-Lc(OikDjl - DilDjk) (13)

donde ahora las constantes de Lame pasan a ser 3 y toman el valor )." /-L + /-Lc Y /-L - /-Lc

respectivamente.
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fB8f: O'dV+ fB 8t>-:zdV=kB.8u.tdA+ kB.8w.zdA (14)

Siendo O't. n = t Y z . n = Z las tracciones y momentos superficiales.
Amilogamente a 10 indicado en el caso de deformaciones y tensiones, tambien la parte

de la energfa interna de deformacion representada por el primer termino de la derecha de
la ec. (14) puede ser descompuesta en una componente simetrica y en otra antimetrica.
Ademis el seglmdo termino de la derecha represent a la energfa interna de deformacion
debida a las cuplas tensionales.

4.4 Discretizacion de Elementos Finitos de Continuos Microp-
olares.

n
U -> uh = LNjdj

j=1

donde se consideraron n nodos para la definicion de las funciones de forma N. Analoga-
mente, los giros rnicropolares pueden ser discretizados como

N
W -> wh =L Njwj

j=1

En notacion vectorial, los campos de tensiones, de deformaciones, de fuerzas y de
desplazarnientos incluyen las siguientes componentes

[0"11, (722, 0"12, 0"21, Z13, Z23]

[EU, E22, E12, E2l, K:13, K:23]

[u,v,w]
[tr, t~,t3]

(17)
(18)
(19)
(20)

Para la determinacion de las deformaciones f = Ed con dt = [UI, VI, WI, ... , Un, Vn, Wn]

siendo n el nlimero de nodos, se considera la forma apropiada. de la matriz de deforma-
ciones parciales dada en Dietsche (1993).

En la evaluacion de la matriz de rigidez de elementos k es conveniente separar la con-
tribucion de los grados de libertad translacionales de la correspondiente a los grados de
libertad adicionales de la teorfa Cosserat. De esta manera la relacion fuerza desplaza-
miento en el elemento se define de la forma

Siendo dt y d.,.las componentes translacionales y rotacionales, respectivamente, del vector
generalizado de desplazamientos.



Para el comportamient.o plastico considerll.mos Ill.extension micropolar de la condicion de
fluencia h expresada como

y 8 = U - tr( u)/3I2. Mas ann, Y designa la resistencia en traccion uniaxial.
Los fact,ores !J, hYh se definen con diferentes crit.erios en la lit.erat.nra. Asi por ejem-

plo Muehlhans y Vardulakis (1987) consideran para la determinacion de dichos factores
la infiuencia mi<:romeca.nica de los materiales granulares, mient.ras que de Borst (1990),
para el caso de metales, t.oma los valores !J = h = 1/4 Y h = 1/2. Estos senin los
que se consideranin en el presente trabajo para evalnar la capacidad de regularizacion del
comportarnient.o de ablandamient.o de las formnlaciones rnicropolares de Cosserat.

El parametro de endurecirnient.o q es en el caso de solidos rnicropolares Cosserat, una
flIDcion de las deformaciones plasticas y de los giros plasticos. En el presente analisis se
considera la funcion de evolucion

De esta manera, en forma identic a a la plasticidad clasica, se mantiene la igualdad ent.re el
parametro de endurecimient.o y el multiplicador plastico. El t.errnino Y = Y(q) = Yo+Epq
describe ellfrnite de resistencia a traccion en analogfa a una ley lineal de endurecirniento
de deformacion.

De especial interes resulta el analisis del indicador de falla localizada en continuos
elastoplasticos micropolares. En este caso la condicion de faHa localizada a 10 largo de
una superficie de discontinuidad es definida no solamente por la nulidad de las t.racciones
sino tambien por la nulidad de las cuplas t.ensoriales. Resulta de esta manera nn tensor
aClistico asimetrico el cual deviene en uno simetrico al retomar las caracterfsticas del
continuo clasico 0 de Boltzmann.

El modelo elastoplastico de Cosserat. bas ado en el criterio de yon Mises fue implemen-
t.ado en el marco del presente t.rabajo. La integracion numeric a fue desarrollada mediant.e
ntilizacion del Metodo de Retorno de Euler, el cual garantiza una solucion en casa de
superficies convexas y que deviene en el Met.odo de Retorno Radial cuando se consider an
superficies de fiuencia tipo J2, como en el presente trabajo.



Para los fines del alllilisis computacional se considero el caso de compresion inhomogenea
de la placa indicada en la Fig. 1, bajo est ado de deformacion plana. Debido a la doble
simetrfa del problema, se discretizo solo un cuarto de la placa, 10 cual suprime la posi-
bilidad de formas no simetricas de falla. La altura total de la placa es de h = 120mm
y la base b = 60mm, mientras que se considero un espesor unitario t = Imm. En el
analisis se utilizo en el borde izquierdo y en el inferior no solamente un impedimento
al desplazamiento horizontal y vertical respectivamente, sino tambien un impedimento a
los giros a fin de garantizar las condiciones de simetrfa del continuo micropolar supuest.o
para el material const.itutivo. Los paramet.ros materiales elasticos considerados fueron
E = 4000N/mm2, v = 0,25, juntamente con ellimite de fluencia de lOON/mm2 y nn
modulo plastico de -0, Iv que define un comport.amiento material de endurecimiento.
Para los parat.ros de Cosserat se consideraron los valores Vc = 0, 5v, mientras que la lon-
git.ud caracterfst.ica variaba en tIDrango import ante a fin de analizar su influencia en las
predicciones de falla obtenidas.

A fin de convertir el problema de bifurcacion en nn problema de estado limit.e se
ha introducido lUla imperfeccion consistente en lIDa reducciin del 10% de la tension de
fluencia en el elemento llbicado en el extremo inferior izqllierdo de la malIa.

En la primera et.apa se ntilizan mallas regulares (no direccionadas) de element.os
isoparametricos pianos de 4 nodos a fin de evitar posibles interferencias en el desar-
rollo del mecanismo de falla. Sin embargo la capacidad de los element.os micropolares



-2.50_, ~~~ ~ ~ ~ ~

l~
I

.,.OOr

,,,I I

:V
o.oo~1 ~ ~ _

0,00 -0.02 -0.05

(2) - 6 x 12 eltos. Ic=O.1 (~)
(3)· 3 x 6 eIIOS. \c=O.\
(4)·12 x 24 ellos. Ic=\O
(5)· 6 x \2 ellos.lc=10
(6) - 3 x 6 ellos.le=\O
(7) - 12 x 24 ellos.lc=\OO
(8)· 6 x 12 ellos.lc=100
(9)· 3 x 6 e\IOs. le= 100

isoparametricos de 4 nodos, ubicados en mallas no regulares, para reproducir compor-
tamientos de falla Seg1ll direcciones no coincidentes con sus lados sera. analizada tambien
en el presente trabajo.

La Figura 2 incluye los diagramas carga desplazamiento de la cara superior de las
mallas regulares, obtenidos con 3 valores de longitudes caracteristicas (Ie = 0.1, Ie = 10.
Ie = 100). Para cada valor de la longitud caracteristica se consideraron 3 mallas, de 3x6,
6x12 y de 12x24 elementos, respectivamente.

Observamos que para los valores mayores de la longitud caracteristica se alcanza una
objetividad 0 identidad de las predicciones de los comportamientos Fuerza-Desplazamiento
en el regimen de ablandamiento que sigue luego de alcanzado la resistencia pico. Por otro
lade, el menor valor de la longitud caracteristica conduce a predicciones fuertemente de-
pendientes de las dimensiones de los elementos y coincidentes con las correspondientes
a la plasticidad clasica. Es decir, reducciones importantes de la longitud caracteristica
de Cosserat conduce a soluciones computacionales con las mismas deficiencias que las
correspondientes a los solidos elastoplasticos clasicos 0 locales, tales como localizacion y
perdida discontinua de la IUllcidad. Esto llitimo acontece a su vez por la perdida de la
elipticidad de las ecuaciones de equilibrio del problema.

La Figura 3 muestra las mall as deformadas de 3x6 y de l2x24 elementos obtenidas con
el valor extremo de la longitud caracteristica Ie = 0.1. Se observa claramente que para
este valor de Ie la region involucrada por las deformaciones plasticas depende fuertemente
de la densidad de elementos considerada en la malla. En particular la malla deformada de
12x24 elementos muestra una marcada localizacion en comparacion con la configuracion
deformada de la malla de 3x6. Es importante notar que la banda de localizacion posee
una inclinacion de 45 grados, similar a la inclinacion obtenida can la teoria clasica de von
]'yIises.

Para los fines del ana.lisis de la banda de corte que se desarrolla durante la falla. es
de interes tambien la consideracion de la distribucion del tercer grade de libertad nodal,
correspondiente alas giros. En la Figura 4 se indica en representadon tridimensional la
distribucion de los giros nodales en mallas de l2x24 elementos en las cuales se consideraron
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Figureo5: Configuracion deformada de mall a irregular; irregular girada y regular de 6x12
eltos. 1c=0.1.

los valores Ie = 0.1 Y Ie = 10 de la longitud caracteristica. Valores credentes de la
longitud caracteristica conllevan a la supresion de la localizacion, obteniendose modos
difusos 0 continuos de falla. Es decir, la inclusion de los giros rnicropolares regulariza el
comportamiento de ablandamiento debido a que las ecuaciones diferenciales de equilibrio
conservan su buen condicionamiento durante historias de deformaciones arbitrarias.

A fin de analizar la influencia de la orientacion de la malla de elementos isoparametricos
de 4 nodos en la objetividad de las predicciones de falla, se consideraron para el rnismo
ejemplo de compresion uniaxial, 2 mallas de 8x16 elementos con perturbaciones en las
orientaciones de los elementos. En la Figura 05se incluyenlas mallas deformadas obtenidas
con estas 2 mallas juntamente con la configuracion deformada obtenida con la malla
regular de 6x12 elementos. En todos estos anaIisis se considero el valor Ie = 0.1. La
primera de las 2 mallas irregulares incluye una densificacion de elementos en una direccion
cercana a los 60 grados, es decir, no coincidente con la inclinacion propia de la banda de
corte. La segunda de las mallas irregulares es identica a la primera pero girada respecto al
eje de simetria axial, de tal forma que la densificacion de elementos ahora esta inclinada
cerca de 705grados respecto de la banda de localizacion que se desarrolla en este ejemplo.
Observamos claramente en la Figura 05que la mayor localizacion se obtiene en la malla
regular seguida por la malla irregular no girada. La malla irregular girada produce \ma
fuerte difusion de la faUa, conllevando a \ma distribucion casi continua de la deformacion.

La Figura 6 muestra las curvas carga-desplazamiento obtenidas con las 3 mallas antes
indicadas y considerando los valores Ie = 0.1 y Ie = 100 de la longitud caracteristica. Ob-
servamos que el valor mayor de Ie produce resultados objetivos de las 2 mallas irregulares
consideradas. Sin embargo estas predicciones son mas d\ktiles que la correspondiente a
la malla regular con identico valor de Ie' pero de menor cantidad de elementos. Estos
resultados demuestran que la orientacion de elementos isoparametricos influye notable-
mente en las predicciones de falla, aun en el caso de utilizar teorias regularizantes del
ablandamiento, tales como la teoria micropolar de Cosserat '

Un modelos elastoplastico de von Mises basado en la teoria micropolar de Cosserat fue de-
sarrollado. En la discretizacion del problema de valores de borde se extendio la aplicacion



(I) - Malia irregular de 128 eltos. Ie = 100.
(2) - Malia irregular girada de 128 eltos. Ie = 100.
(3) - Malia regular de 72 eltos. 1c=100.
(4) - Malia irregular de 128 eltos. Ie = 0.1.
(2) - Malia irregular girada de 128 eltos. Ie = 0.1.
(3) - Malia regular de 72 eitos. le=O.l

de las funciones de interpolaci6n lineales a los grados de libertad adicionales, correspon-
dientes a los giros micropolares. Los resultados obtenidos demuestran que los continuos
enriquecidos Cosserat brindan objetividad de las soluciones cuando se utilizan valores ade-
cuados de la longitud caracterfstica. En este caso las ecuaciones diferenciales de equilibrio
no pierden sus caracterlsticas elfpticas durante historias de deformaciones cuasiesUiticas,
obteniendose de esta manera modos de falla difusos en lugar de localizados.

Los resultados demuestran tambien que valores bajos de 1a longitud caracteristica
conduce a predicciones identicas a las obtenidas con continuos elastoplasticos clasicos,
caracterizadas por fuertes dependencias en la densidad de la malla de elementos finitos.
Finalmente, se pudo establecer que las predicciones obtenidas con continuos micropolares
y con elementos isoparametricos lineales son igualmente sensibles a la orientaci6n de los
elementos.
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