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RESUMEN

En el presente trabajo se resumen los estudios realizados en la bisqueda de un
esquema adecuado para la integracién temporal en problemas difusién-reaccién
transitorios con coeficientes no-lineales. Para la resolucién del problema espacial
se utilizé el método de elementos finitos con elementos triangulares lineales.

En primer lugar se describen los esquemas analizados y se muestra con ejemplos
sencillos la convergencia de cada uno. Se buscaron esquemas que fueran
incondicionalmente estables de forma de permitir fuertes densificaciones en la
discretizacioén espacial. Se incluye una evaluacién del costo computacional de los
mismos para un dado error aceptable y finalmente se muestra una implementacién
que permite controlar autométicamente el error mediante el ajuste del paso de
tiempo.

ABSTRACT

In the present work the behaviour of various schemes for the temporal integration
in non-linear transient diffusion-reaction problems was analyzed. The finite
element method with linear triangles was used to solve the spatial problem.

The analyzed schemes were first described and their convergence was shown with
examples of known solution. Unconditionally stable methods were searched to
allow strong densifications of the spatial discretization. The computational cost
referred to an acceptable error was measured. Finally, the automatic control of the
error was performed with a time step adjustment.

INTRODUCCION

Las ecuaciones de difusién-reaccién para problemas transitorios pueden escribirse como:

c%—‘:-v.(kvu)+ su=f enQ )

donde c>0 representa una densidad volumétrica, k>0 es el coeficiente de difusién, 520 es el
coeficiente de reaccién y f es el término fuente. Para que el problema quede correctamente
planteado se deben especificar condiciones de contorno sobre toda la frontera T’ del dominio
Q. Las mismas se expresan como:
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u=24 enl

P @
k -ﬁ: Y en I,

COﬂF1UF2=r y I‘lmI“2=0

La primera es una condicién de tipo Dirichlet y la segunda de tipo Neumann.

La discretizacién de la parte espacial de este problema se realizé utilizando el método de
elementos finitos. La formulacién debil de (1) puede escribirse como [5, 6, 71

(c%—?,v)+a(u,v)—L(v) =0 VveW 3)

donde el espacio W = H;(Q) y se ha empleado Ia siguiente notacién:
Jdu du
(c 31 ,v) "!CBTVdQ
a(u,v)=_[(kVqu +suv)dQ (4)
Q

Lv) =[fvdQ+[yvdr
a r

La discretizacién de (3) escribiendo las funciones v y u en la base de elementos finitos
conduce al siguiente sistema de ecuaciones:

Mu+Au =B &)
siendo
Mji =(C¢i’¢j)
A, =a(4,6) ©®
B; =L(¢,)

donde u es un vector formado por los valores nodales de la funcién escalar u en la base de

elementos finitos (¢;). M, A y B son respectivamente la matrices de masa y rigidez y el vector
término independiente.

Para la discretizacién de la variable temporal, se emplearon varios métodos los cuales se
describirdn en detalle en la préxima seccién. Todos ellos requerirdn la solucién de un sistema
lineal de ecuaciones en cada paso de tiempo. Para resolver el mismo puede utilizarse métodos
iterativos o directos. En este caso se prefirié el uso de un método iterativo por dos razones:
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* Dado que este trabajo se piensa extender a problemas tridimensionales, donde el nimero
de incGgnitas puede ser muy elevado (superior a 10%), los métodos directos resuitan
inapropiados debido a su excesivo requerimiento de memoria.

* Como se trata de resolver un problema transitorio, la solucién de cada paso servird como
semilla para el paso siguiente, con lo cual los métodos iterativos podrén converger en muy
pocas iteraciones. Los métodos directos no utilizan esta ventaja.

Entre los métodos iterativos se disponia de las siguientes opciones:

* MCG (gradientes conjugados modificados)

* BGC (gradientes biconjugados)

* CGS (gradientes conjugados cuadrados)

* GMRES (método del residuo minimo generalizado)

Se opté por el CGS debido a su probada performance [2] y su bajo costo computacional
(mayor velocidad y con un menor requerimiento de memoria). Se realizé ademds un
precondicionamiento de la matriz de rigidez para la cual se utilizé una descomposicién LU
incompleta de dicha matriz.

En este trabajo se considera ademds que los coeficientes intervinientes pueden tener una
dependencia suave con la solucién con lo cual el problema resulta no-lineal. Para resoiver
estas no-linealidades se utiliza el método de Picard que consiste en realizar iteraciones
sucesivas dentro de cada paso de tiempo, recalculando los coeficientes.

DISCRETIZACION TEMPORAL

Dentro de la amplia gama de posibilidades de métodos para resolver problemas de valores
iniciales [4], se opté por los de paso simple, ya que al requerir la solucién en solo un paso
anterior, simplifica la implementacién y el control del tamaiio del paso temporal, tema que se
abordard m&s adelante.

Se describen a continuacién los métodos estudiados:

Método ponderado

También conocido como método alfa, se basa en aproximar la derivada primera en forma
ponderada (adelantada, centrada o atrasada). Partiendo de la ec. 5 se obtiene:

Mu™' -Mu"
At

+aeA™Ma™ +(1-)A"u" = ¢ B™' +(1-a)B" )

donde el supraindice indica a qué tiempo se debe evaluar pensando que se trabaja en el
intervalo [ty,te]. Las matrices tienen esta dependencia a través de los coeficientes de Ia
ecuacidn, los cuales pueden ser no-lineales o funcién del tiempo.

Los casos particulares de este método que se analizaron son los clasicos, segin la eleccién de
o

=0 :Euler
a=1 : Fuertemente implicito
&= 0.5 : Crank Nicholson
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Método de Runge Kutta

Se estudid el comportamiento del método de Runge-Kutta orden 2, que para el problema que
nos interesa se escribe como:

n+l n
M + . : < +
paso Mu e 9 A"y = B = u'™'= estimacién de u™'
(8
250 2 Muml . M “n . An un +A|n+l um+l B Bn +Bm+1
P ' At 2 2

Extrapolacién de Richardson

Conocido el orden de convergencia p de un dado esquema, el método de extrapolacién de
Richardon permite obtener un nuevo esquema de orden p+17 realizando dos célculos para un
mismo tiempo T con dos pasos At diferentes.

La nueva solucidn estard dada por la siguiente expresién:

U,y (tlwl) - qP u, (tnvl)

u(tn+l)= l_qp . +0(At)p*l
A[ = tnﬂ _tn (10)
=1L
4= r

donde u, es la solucién hallada usando el paso At, ug, resulta de haber dividido el intervalo en
r pasos iguales. Se destaca que todo lo dicho es vdlido sin importar cudl es el método de
partida, sélo se necesita conocer el orden de convergencia p. En este trabajo se realiz6 la
extrapolacién de Richardson sobre el método de Crank-Nicholson. Dado que este iiltimo es de
orden dos, el método finalmente obtenido es de orden tres.

Normalmente esta extrapolacidn se realiza utilizando un paso At y dos pasos mitad At/2, ya
que en esta forma se minimiza el nimero de célculos. Lamentablemente como se mostrard
mds adelante, en el caso de Crank-Nicholson esto conduce a un esquema condicionalmente
estable. Esto no ocurre si se utiliza un paso At y tres pasos At/3.

ESTUDIO DE CONVERGENCIA

La caracterizacién de un dado método numérico contempla el andlisis de estabilidad, el orden
de convergencia y el costo computacional. Se incluyen a continuacién los resultados segin
esta secuencia.

Estabilidad de los esquemas

Los rangos de estabilidad de los diferentes esquemas se determinan en general analizando el
factor de amplificacién del método. Este estudio arroja como resultado una condicién sobre el
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paso de tiempo que si se respeta hace que el esquema sea estable. Como se parte de métodos
consistentes, el rango de estabilidad también resulta ser rango de convergencia.

Los rangos de estabilidad de los diferentes esquemas se analizan con el método de von
Neumann [1, 3}, obteniéndose la siguiente clasificacién:

Fuertemente implicito
Crank-Nicholson Incondicional
Extrapolacién de Richardson (r = 3)

Euler

Runge-Kutta segundo orden Condicional
Extrapolacién de Richardson (r = 2)

Tabla 1: Estabilidad y orden de convergencia de los esquemas analizados

Como ya se menciond, es interesante destacar que aunque Crank-Nichoison es
incondicionalmente estable, la extrapolacién de Richardson sobre el mismo que resulta
usando sélo dos medios pasos (r = 2) es condicionalmente estable. La condicién desaparece si
se toman tres pasos (r = 3).

Estd clasificacién se comprobé mediante un experimento numérico analizando un problema
consistente en un recinto cuadrado {0,1] x [0,1] con coeficientes k=c=1.0 y s=f=0.0; con
condiciones de Dirichlet nula en un lado y unitaria en el opuesto y condiciones de Neumann
nulas en los otros dos. La condicién inicial es 4=0.0 en todo el recinto. Se trata en realidad de
un problema unidimensional cuya solucién en funcién del tiempo se muestra en la figura 1.

kVu.n=0

1=0.1,

.0 T T T T

- 00 02 04 08 08 t.0
kVu.n=0 X

Figura 1: Problema para el estudio de estabilidad

Para el cdlculo se utilizé una malla uniforme con elementos triangulares lineales con un
tamafio especificado de h=0.02. La misma tiene 2968 nodos y 5734 elementos.

La estabilidad de cada esquema se pudo comprobar resolviendo el problema con diferentes
pasos At 'y midiendo el error en la solucién para un dado tiempo fijo T=0./. En la figura que
sigue a continuaci6n se muestra los resultados obtenidos para los casos de extrapolacidén de
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Richardson con r=2 y r=3. Como es de esperar, el caso de r=2 presenta inestabilidades para At
mayores que 10°, mientras que para r=3 el método es incondicionalmente estable. Obsérvese
que para At muy grandes (At=0.05), incluso este ultimo esquema presenta algunas
oscilaciones, pero en ningin momento llegan a inestabilizar la solucién. Las mismas
seguramente estdn relacionadas con la falta de monotonicidad de los esquemas de orden
mayor que uno (teorema de Godunov).
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Figura 2: Estabilidad del método de Extrapolaci6n de Richardson sobre el
Crank-Nicholson

Orden de convergencia

Para la verificacién del orden de convergencia se tomé también un problema simple sobre el
mismo recinto de {a figura 1, pero con fuente (f=1.0) y condicién de Dirichlet nula en los dos
bordes verticales. La solucidn a este problema se muestra en la figura 3.




R. Médena, M. Vénere, F. Quintana 873

kVu.n=0
0.14 <4
Estacionario
0.12
=02
010
- - 0.00 1=t
u= =] u=0
0.08 <
1=0.05
0.04
X.- - _—— - X 0.02 4
000 T T Y v y
k Vu n= 0 0.0 02 04 o8 [X] 1.0

Figura 3: Problema para el estudio de la convergencia

En !a figura 4 se observan los errores obtenidos por los diferentes métodos en el centro del
dominio a un tiempo de 0.2. En dicha figura no se muestran los esquemas condicionalmente
estables (Euler, Runge-Kutta y Extrapolacién de Richardson con r=2) debido a que la
condicién de estabilidad impone un paso de tiempo muy pequefio frente a los otros métodos.

Por ejemplo para el método de Euler, este limite requiere un paso At méaximo de 2 107, es
decir fuera de la zona de interés de la figura 4.

error
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Figura 4: Orden de convergencia para los tres esquemas incondicionalmente
estables analizados

Se destaca que si se desea obtener un error mas pequefio en el cilculo por elementos finitos, es
necesario refinar la malla y dado que la condicién de estabilidad es funcién del tamafio
minimo de elemento, los métodos condicionalmente estables requerirdn un paso de tiempo
ain menor. Ciertamente con este paso se cometerd un error muy pequefio en la integracién
temporal, pero a un costo computacional demasiado grande para el error requerido.

Los 6rdenes de convergencia de los distintos esquemas se resumen en la tabla 1 antes
mostrada.
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Costo computacional

Resulta interesante comparar el costo computacional de los diferentes métodos, para obtener
un dado error méximo aceptable. La mayor parte del tiempo de méquina se concentra en la
solucién del sistema de ecuaciones, calculo que es el mismo en todos los esquemas. Por ello
mediremos el costo computacional como el nimero de pasos temporales multiplicado por el
nimero de resoluciones del sistema de ecuaciones por paso de tiempo.

De la figura 4 podemos comparar los métodos segiin este criterio. Sea por ejempo un error
admisible de 10™*. Vemos que los incrementos de tiempo (At) necesarios son 7 10,5 107 y
7 102, para los métodos Fuertemente Implicito, Crank Nicholson y Extrapolacién de
Richardson (con r=3), respectivamente, lo cual se resume en la tabla 2. El dltimo esquema
requiere cuatro evaluaciones por cada paso de tiempo en lugar de una como los otros dos. A
pesar de ello la Extrapolacién de Richardson tiene un costo considerablemente inferior.

Paso de tiempo 7107 5107 710?
Nim. de evaluaciones por paso 1 1 4
Costo (ntim. total de evaluaciones) 2857 40 11

Tabla 2.- Costo computacional

CONTROL DEL ERROR

En base al andlisis realizado en los puntos anteriores la mejor opcién es utilizar un esquemna
CN con extrapolacién de Richardson y r=3. Este método ademds permite calcular facilmente
una estimacién del error que se comete en la integracién temporal en cada paso, como
diferencia entre la solucidn calculada con CN y la extrapolada.

Con esta informacién es posible modificar el paso temporal de forma de mantener el error
estimado dentro de un rango dado: Dada una cota para el error mdximo aceptable en un paso,
si la misma es superada, se recalcula con un paso At menor. Por el contrario, dada otra cota
para el error minimo a partir del cual no interesa aumentar la precisién, si el error estimado
resulta menor, se permite utilizar un paso At mayor, reduciendo asi el costo computacional.

En nuestro caso se utilizé un error en la norma L™ el error estimado es el mdximo de los
errores nodales. La norma L™ se adopta por ser la més exigente y para que la cota de error que
se debe especificar tenga una interpretacién fisica simple y prictica (por ejemplo: el maximo
error en la temperatura en cualquier punto en un problema de conduccién del calor).

Como se emplean tres pasos un tercio (r = 3) para asegurar estabilidad incondicional, no habra
limitaciones para ampliar el paso temporal. Para adaptar el paso At se compara el error
estimado con las cotas mencionadas segiin el siguiente algoritmo:

1. En cada paso de tiempo se calcula la solucién siguiente usando una iteracién
simple de CN (u4) con el paso dado y tres con un paso un tercio ( u),; , 4, , Uyys)
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2. Se extrapola usando el método de Richardson y se estima el error como la
diferencia entre el resultado de la extrapolacién y el obtenido con tres pasos un
tercio u,,.

3. Siel error es mayor que la cota superior se reduce el paso al tercio y se recalcula la
solucién, volviendo al punto 1.

4. Si el error es menor que la cota inferior se toma a la solucién encontrada como
vdlida pero se estipula que el paso siguiente deberd realizarse con el doble de
incremento.

Cotas del error

La cota méxima es especificada por el usuario, mientras que la cota minima se define
internamente teniendo cierto cuidado, ya que podrfa pasar que se cumpla el punto 4 del
algoritmo de adaptatividad y en la préxima iteracién se sobrepase la cota superior. Si esto
ocurriera se produciria una oscilacién del paso temporal. La forma de evitarlo es hacer que
entre ambas cotas exista una relacién mayor que r*, donde p es el orden del error del esquema
(p =3, en nuestro caso -Richardson-, con lo cual la franja deberia tener una relacién superior a
27. Como forma conservativa hemos tomado, arbitrariamente, una relacién de 100).

Comportamiento frente a variaciones de los coeficientes

Con el esquema antes descrito se realizaron algunas experiencias numéricas con el objeto de
estudiar el comportamiento de la estrategia propuesta para e! control del incremento de tiempo
frente a problemas tipicos (evolucién hacia un estacionario) o problemas donde los
coeficientes son no-lineales o presentan una fuerte variacién temporal.
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Figura 5: Evolucidn de 1a soluci6n en un punto para un problema de
difusion-reaccion con el coeficiente de reaccién dependiente del tiempo

En la figura 5 se muestra uno de los ejemplos analizados. Corresponde al mismo problema de
los casos anteriores, en el que se ha tomado el coeficiente de reaccion variable (s=0 hasta

. o
" En realidad se puede aprovechar la solucién 3 como la nueva Uy
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t=0.1'y s=10 en adelante). Puede observarse como el esquema ajusta el incremento de tiempo,
de forma de capturar correctamente el cambio en la solucidn a t=0.1, y como el mismo crece a
medida que la solucién se aproxima al estacionario.

CONCLUSIONES

Se han presentado algunos esquemas para la integracién temporal en problemas difusién-
reaccién transitorios con coeficientes no-lineales utilizando el método de elementos finitos
con elementos triangulares lineales para la discretizacién espacial.

Ante la necesidad de emplear mallas de elementos finitos con fuertes densificaciones locales,
fué necesario el empleo de esquemas que fueran incondicionalmente estables. Se obtuvo un
algoritmo de orden At® y un método que permite ajustar el incremento de tiempo paso a paso,
de forma de reducir el costo computacional para alcanzar el estacionario y poder ademds
capturar cambios fuertes en el tiempo en la solucién.

Los resuitados de este trabajo son parte de uno més amplio que pretende resolver las
ecuaciones de conveccién-difusién-reaccién en tres dimensiones.
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