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RESUMEN
En este trabajo se determina numericamente la minima fuerza de excitacion necesaria
para que se generen ondas de Faraday bidimensionales, para varios espesores de pelicula.

ABSTRACT
For several film thicknesses, it is numerically determined the minimum excitation force
needed for two-dimensional Faraday waves to be produced.

Cuando un recipiente con liquido en su interior se somete a un movimiento oscilatorio vertical, pueden
lIegar a formarse ondulaciones en la superficie libre (SL) si se dan las condiciones apropiadas. EI
fenomeno se conoce como ondas de Faraday, pues el fue el primero en reportarlo [I) yen observar
que la frecuencia de las ondas en la SL era igual a la mitad de la frecuencia de oscilacion del recipiente

Este problema es de importancia en el analisis de la seguridad en el transporte y almacenaje de
liquidos, donde el contenedor puede verse expuesto a movimientos. EI amilisis de las ondas de
Faraday hene tambien aplicacion en procesos de formacion de spray, para efectuar operaciones de
transferencia de masa. En estos casos, es importante el tamano de gota 10grado que, en la mayoria de
las aplicaciones debe ser pequeno. Ejemplos de esto son algunas plantas de humidificion de aire, 0 la
atomizacion de combusnbles con el obJeto de facilitar una rapida combustion en motores diesel 0 en
camaras de combustion como las de turbinas de gas.

Benjamin y Ursell [2) dieron una explicacion a este fenomeno analizando el movimiento irrotacional
de un fluido ideal cuando la amplitud de las oscilaciones es infinitesimalmente pequena. A partir de
entonces, se han realizado numerosos trabajos sobre el problema de ondas de Faraday, principalmente
examinando la resonancia interna entre distintos modos. Miles y Henderson [3) realizaron una
adecuada revision. Milner [4) y Miles [5) investigaron la seleccion que se produce entre diversos
patrones regulares de ondas (roIlos, cuadrados, exagonos) bajo diferentes geometrias del recipieme.

Todos los trabaJos teoricos mencionados hasta aqui tratan al fluido como inviscido, en movimiento
irrotacional. aunque algunos autores introdujeron terminos de amortiguamiento, lineales y no lineales
con el objeto de incorporar efectos disipativos viscosos.

EI problema de las ondas de Faraday tambien se ha investigado numericamente. Giavedoni [6) estudio
el movimiento de ondas bidimensionales utilizando una tecnica basada en el metodo de elementos
finitos. Mediante este procedimiento, resolvio el sistema Navier-Stokes - Continuidad junto alas
condiciones de contorno apropiadas, y analizo la influencia de la condicion inicial, la amplitud de la
aceleracion externa y las propiedades fisico-quimicas delliquido.
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EI objetivo de este trabajo es analizar el efecto de la variacion del espesor de liquido sobre las
caracteristicas de estabilidad de las ondas que se forman en la superficie libre cuando el liquido se
somete a una aceleracion vertical periodica de alta frecuencia. Se supone que las ondas producidas son
bidimensionales, hipotesis que se sustenta en Ias observaciones experimentales de [7] para el caso en
que la inestabilidad es incipiente. La tecnica numerica empleada se basa en la utilizada en [6].

Un liquido Newtoniano e incompresible, de viscosidad J.I y densidad p, esta ubicado sobre una placa
plana, horizontal y rigida (ver Figura I); el aire que se encuentra encima del liquido es inv!scido,
siendo a la tension interfacial. La temperatura del sistema es uniforme y constante y no hay agentes
tenslOactivos presentes, por 10 que J.I, p y ason constantes. En reposo, la pellcula de liquido posee un
espesor uniforme y constante, de valor Ho. La placa del fondo tiene un movimiento vertical de la
forma ao cos( £i) t), donde ao es la amplitud de la oscilacion y £i) es la frecuencia angular del
movimiento. Por conveniencia, se ubica el origen del sistema coordenado de referencia sobre la placa
movil, y as! el movimiento oscilatorio se traduce en una fuerza extema periodica que se suma a Ia
aceleracion gravitatoria. En base a [7], se supone que las ondas superficiales son bidimensionales.
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Figura 1: Esquema del dominio de flujo, de las condiciones de contomo y del sistema coordenado
adoptado.

EI movimiento del liquido est:! gobemado por las leyes de conservacion de masa y cantidad de
movimiento, que bajo las hipotesis enunciadas se expresan como

donde ~ = u J.. + v 1.es el vector velocidad, p es la presion, t es el tiempo, '11es el operador gradiente,
e --L y ...l- son los versores en Ias direcciones x e y respectivamente. Las longitudes, tiempos,
velocidades y presiones (10 mismo que los esfuerzos), se miden en unidades de tr H 0 I a, 2 tr!£i) ,

£i) Ho/2a y p[m Ho/2a Y respectivamente. Mediante esta adimensionalizacion, en (I) aparecen el

nu.mero de Reynolds Re = (trpmI2f.JXHolay, el numero de Froude Fr = (m2 /4tr gXHola), y

un parametro que relaciona la magnitud de la aceleracion extema con la gravitatoria, F = ao m 2/ g .



siendo h(t,x) una funcion que mide la distancia entre la placa y la SL para el instante de tiempo t en la
posicion x, y G la amplitud de la perturbacion. EI fluido se encuentra inicialmente inmovil.

Las condiciones de contomo necesarias para resolver el problema se muestran en la Figura 1. La
extension del dominie en la direccion x equivale a media longitud de onda de la perturbacion inicial.
Se supone que este dominie representa una parte de un patron que se repite infinitamente hacia ambos
lados, para x > I y para x < O. Asi, en estos extremos se imponen condiciones de simetria. EI patron
repetitivo puede caracterizarse por 10 que Ilamaremos celda elemental, que dependiendo de las
condiciones, podni estar contenido un numero entero positivo de veces dentro del dominio. Sobre la
placa inferior, se imponen condiciones de no deslizamiento. En la superficie se aplican la condiclon
cinemallca y la continuidad de tensiones. En la ecuacion que expresa esta ultima condicion de

contomo aparece el numero de Weber We = (Il' pO)' /40' XHo/a)3,J. es el tensor de tensiones, 1I es
el vector normal a la SL, apuntando hacia fuera de la fase liquida y dt/ds es la curvatura de la SL (L es
un vector unitario tangente a la SL y s la longitud de arco).

La tecnica nurnerica utilizada en la resolucion del problema descripto en la seccion anterior es la
misma empleada por Giavedoni [6]. Basada en el metodo de elementos finitos, esta tecnica fue
originalmente desarrollada en la Universidad de Minnesota ([8], [9]) primero para flujos en estado
estacionario y posteriormente para flujos transientes.

La discretizacion espacial se realiza formulando los residuos ponderados de Galerkin del sistema de
ecuaciones diferenciales parciales no lineales que gobieman el problema (I), (2), (6). Esto genera un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, que luego de ser discretizadas
temporalmente mediante diferencias finitas, se reducen a un sistema de ecuaciones algebraicas no
lineales.

La posicion de la superficie libre se parametriza mediante el metodo de los spines [8], y los campos de
velocidad y presion se aproximan mediante funciones base bicuadraticas y bilineales respectivamente.

EI avance en el tiempo se realiza mediante un predictor de Adams-Bashforth y un corrector
trapezoidal, ambos de segundo orden [9]. Este esquema permite estimar el error de truncamiento local
y seleccionar un saito de tiempo que impida que este error supere un nivel preseleccionado. La
aproximacion de las derivadas temporales mediante la regIa del trapecio conduce a un sistema de
ecuaciones algebraic as no lineales que se resuelve mediante el metodo de Newton-Raphson. EI
predictor de Adams-Bashforth provee una primera aproximacion 10 suficientemente buena como para
asegurar la convergencia en la primera iteracion del procedimiento de Newton.

En las simulaciones numericas realizadas se adopto una frecuencia de oscilacion del recipiente
f = 29 KHz, y se trabajo con las siguientes propiedades fisico-quimicas, correspondientes
aproximadamente a las del agua pura a 20°C: p= 103 kg/m3

, (J'= 7x10" Nlm, f.J = 10-3 Pa s.

A fin de evaluar la int1uencia de la variacion del espesor de la pelicula de Iiquido, se construyeron
mapas de estabilidad en el plano F - a, para distintas alturas de Iiquido. La Figura 2 muestra el mapa
correspondiente a un espesor de pelicula Ho = 5xlO-5 m. Cada uno de los puntos del grafico representa
una corrida. En base a los datos especificados anteriormente, puede determinarse el valor de los
parametros adimensionales:

Las corridas se inician imponiendo una perturbacion sinusoidal a la superficie libre relativamente
pequeila, £ = 0.05, partiendo de un liquido en estado inm6vi1.Luego de seguir \aevo\ucion de \a
pelicula durante un tiempo determinado (variable segun la corrida), se determina si el comportamiento
fue estable 0 inestable. Se considera que las evoluciones estables (circulos) son aquellas en las que la



amplitud de la onda superficial decrece desde su perturbacion inicial, tendiendo a un valor cero a
medida que transcurre el tiempo; en caso contrario son inestables (cruces).
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Figura 2: Mapa de estabilidad para d Re = 715.5463, a' We = 46.56478 Y a Fr = 13480.

En el gnifico pueden distinguirse cuatro regiones:

RegIon I: se observa resonancia subarmonica; es decir, la frecuencia de oscilacion predominante
de la superticie libre es igual a la mitad de la frecuencia de la aceleracion extema.

Region 2: existe resonancia armonica; 0 sea que la superficie libre se mueve a la misma frecuencia
que la oscilacion extema.

Region 3: presenta resonancia superarmomca, a una frecuencia aproximadamente 1.5 veces
supenor a la de la onda forzadora.

Region 4, existe resonancia subarmonica; la interfase oscila a la mitad de la frecuencia de la onda
forzadora, pero a diferencia de 10 que ocurre en las tres regiones anteriores se observan dos celdas
eiementales en ei dominio de flujo, en vez de solo una.

Ademas, para valores de F 10 suficientemente grandes, es posible observar solapamiento entre las
regiones 1 y 4. En la Figura 2 se puede apreciar que este fenomeno se produce aproximadamente en F
= 45000. En el rango de valores de F estudiado, no se observo superposicion entre las regiones 1 y 2,
ni entre 2 y 3. Asimismo, para valores pequeiios de a se observaron mas de dos celdas elementales,
pero estas regiones, similares a la 4, no fueron practicamente exploradas.

Para la region I, puede verse que el minimo valor de F necesario para lograr la inestabilizacion de la
superficie libre, se encuentra entre 3400 y 3600, para un a'" 2.5. Evidentemente, para este valor del
numero de onda existe la mayor sintonizacion entre la frecuencia natural del sistema y la de la
oscilacion impuesta. La region 2, en cambio, tiene un umbral con un F entre 31000 y 32000, para un a
,., 4.05. Como ya se menciono, en esta region el modo dominante oscila a la misma frecuencia que la
aceleracion externa, En la region 3 el minimo umbral se encuentra entre F = 75000 Y F = 80000,
slendo el nlimero de onda a ,.,5.44. En este caso, la frecuencia de oscilacion mas importante de la
onda dominante se encuentra en relacion 3:2 con respecto a la de la excitacion extema.
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Puede observarse que todas las regiones presentan un ensanchamiento del intervalo de inestabilidad a
10 largo de la coordenada a a medida que se incrementa la fuerza aplicada F. Esto significa que para
fuerzas pequeiias la resonancia solo se produce si existe una buena "sintonizacion" entre la frecuencia
natural del sistema (que depende, entre otras cosas, del numero de onda a) y la tTecuencia de vibracion
impuesta externamente. Si se aumenta la fuerza, la resonancia se produce aunque la sintonizaclon no
sea tan ajustada.

En las regiones 1 a 3 se observa solo una celda elemental en el dominio. Por el contrario, en la region
4 existen dos celdas. Puede intentarse una explicacion intuitiva a la presencia de estos puntos.
Considerese por ejemplo uno de los casos inestables pertenecientes a la region I. Esta inestabilidad se
produce para un determinado numero de onda a (0 sea, para una longitud del dominio en particular).
Si se redujera a la mitad el numero de onda (se duplicara la longitud), podria esperarse que se
produzca el mismo fenomeno, pero contenido dos veces en el dominio, excepto en el caso en que el
modo contenido una sola vez sea mas dominante en las condiciones dadas.

En la Figura 2 se puede observar que el minimo umbral 0 valor de F necesario para inestabilizar la
superficie libre se presenta para oscilaciones correspondientes a la region I, para algun valor del
numero de onda a. Las otras regiones poseen umbrales minimos mayores que la region I.

25000 t
II

20000 \
\
'\

15000 \U.

ooסס1

0,00004 0,00006

Ho (m)

Figura 3: Variacion del umbral minimo de la region 1 en funcion de la altura de liquido.

El analisis de estabilidad presentado en los parrafos precedentes se realizo tambien utilizando otros
val ores de Ho. Se construyeron mapas relativamente detallados para Ho = 2.27xlO-5 m y Ho = 10-5 m.
En ellos se observaron en general las mismas regiones y caracteristicas ya vistas en la Figura 2.
Ademas se exploro la zona de la region 1 mas proxima al minimo umbral para Ho = 1.5x10-5 m,
3.4xlO·5 m y 10-4m. Esto permitio elaborar una curva que muestra como varia el valor minima de Fa
medida que se modi fica el espesor de la pelicula, la cual se puede ver en la Figura 3.

Inmediatamente se puede apreciar que existe una relacion inversa entre el espesor inicial y la fuerza
minima. Esto dice que a medida que disminuye la altura inicial de la pelicula, aumenta la fuerza
necesaria para inestabilizar la interfase liquid<r-gas, aunque este efecto comienza a ser importante a
partir de Ho '" 5xI0'\ m. Efectivamente, para valores de Ho mayores no existe ya practicamente
vanacion en el umbral minimo, mientras que para espesores mas pequeiios se observa un rapido
aumento del limite de estabilidad F.



Este fenomeno puede explicarse si se tiene en cuenta que la mayor parte del movimiento del Hquido se
produce en una delgada capa junto a la superficie libre. Cuando el espesor de fluido es mayor que la
capa mencionada, e1 movimiento ocurre pnicticamente sin interaccion con el fondo del recipiente: en
consecuenCla, la dinamica cerca de la superficie libre no se vera afectada si la altura de Hquido es
mcrementada aun mas. Por el contrario, si el espesor es 10 suficientemente pequeno, del orden del que
posee la region donde se produce el movimiento, entonces si habra interaccion con el fondo. La pared
no solo desvia el flujo en sus cercanias, sino que ademas la condicion de contorno de no-deslizamiento
impuesta en ella se transmite al seno del Hquido por efecto viscoso.

Por 10 tanto, los resultados que se muestran en la Figura 3 indican que, para el Hquido y la frecuencia
de trabaJo elegidos, es necesario reducir realmente mucho el espesor de fluido a fin de que comiencen
a hacerse notar los efectos del fondo del recipiente.

Se ha estudiado numencamente la estabilidad de una pelicula liquida sometida a una aceleracion
vertical periodica, investigandose el efecto que posee el variar el espesor de fluido. Se encontro que la
minima fuerza de excitacion necesaria para inestabilizar la interfase liquido-gas aumenta a medida que
la altura de fluido disminuye.

Se comprobo que la tecnica numeric a empleada resulta muy adecuada para el estudio del problema,
permitiendo no s610 cumplir con los objetivos principales de este trabajo, sino que ademas brinda una
gran cantidad de informacion detallada del campo de flujo, que mediante postprocesos relativamente
simples permite conocer, por ejemplo, lineas de corriente, funcion de disipaci6n viscosa (y por 10tanto
tasa de disipacion viscosa total) y energias cinetica y superficial.

EI metodo utilizado podria adaptarse con algunas modificaciones al estudio de ondas de Faraday
axisimetricas en recipientes cilindricos, 10 cual introduciria el problema de la linea de contacto
dinamica sobre la pared vertical. EI estudio del problema 3D seria tambien factible si los recursos
computacionales estuvieran disponibles.
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