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En este trabajo se estudia numericamente el desp lazamiento en estado estacionario de un Iiquido
Newtoniano e incompresible, confinado en un tubo capilar de radio d, por una burbuja gaseosa.
EI objetivo es analizar la influencia del tamano de la burbuja, de las fuerzas capilares, y,
principal mente de las fuerzas de inercia sobre la relacion entre la velocidad del fluido
suspendido y la velocidad media de la fase liquida continua, la caida de presion a traves de la
burbuja (LIp) y la forma de la superficie libre.

In this work the steady displacement of a incompressible Newtonian liquid confined in a
capillary tube of radius d, by a bubble, is numerically studied. The main objective is to analyze
the influence of bubble's size, capillary forces, and, principally inertial forces on the relation
between the velocity of the suspended fluid and the average velocity of the continuous liquid
phase, the pressure drop across the bubble (LIp) and the shape of the free surface.

El conociiniento de los mecanismos involucrados en el desplazamiento de un fluido por otro tluido,
inmiscibles entre si, es relevante para diversos procesos de interes tanto tecnologico como biologico.

En particular, el desplazamiento de un sistema Iiquido-gas en un tubo capilar de seccion circular es
comunmente empleado como modelo para analizar sistemas multifasicos. Ejemplos de estos se
encuentran en los procesos de recuperacion secundaria de petroleo y en sistemas fis iologicos, como es
el tlujo de sangre a traves de pequenos capiIares

Cuando el tamano de la fase suspendida es comparable con el diametro del tubo, el confinamiento de
las paredes afecta la forma de la burbuja. LIp y la movilidad (UlV), relacion entre la velocidad del
fluido suspendido (U) y la velocidad media de la fase Iiquida continua (11. Los parametros
adimensionales que gobiernan el flujo son la relacion entre el radio de la burbuja no deformada
respecto al radio del tuba (A.), el numero Capilar y el numero de Reynolds.

El\\Stl:fi fi\lmerOSQS trabajos. tanto te6ricos como experimentales sobre el comportamiento de burbujas
largas (A.> >1), y Re=O. Taylor [I] uso una version refinada del metodo empleado por Fairbrother 'j
Stubbs [2] y reporto valores de m=(J-(V/U)) en un amplio rango de Ca. Los experimentos de Taylor
[I] muestran que al aumentar Ca, m tiende a un valor asintotico igoal a 0.55.
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A valores de A.> >1 Y velocidades de desplazamiento bajas (Re y Ca ~ 0), la formacion de un film de
espesor muy delgado entre la burbuja y la pared del tubo, (h~), permite analizar este tipo de sistemas
usando metodos asintoticos. Bretherton [3) computo, mediante una aproximacion de lubricacion, tanto
la caida de presion (L1P) en la fase liquida debida a la presencia de la burbuja como h~ y encontro que
ambas variables dependen del Ca.
A velocidades mayores la no Iinealidad introducida por las ecuaciones que gobiernan el
comportamiento interfacial; requiere de tecnicas numericas para la resolucion. Los resultados
publicados como, por ejemplo, [4) y [5), corresponden a rangos reducidos del numero Capilar y en
ninglin caso se consideran los efectos de las fuerzas de inercia. Recientemente, Giavedoni y Saita [6)
extendieron el amilisis del desplazamiento de un fluido a valores de Ca entre 5.10'5 y 10, Y analizaron.
ademas, el efecto de las fuerzas de inercia sobre h"" en burbujas largas.

Para el caso A < 1.15, que corresponden a burbujas de tamailo intermedio y pequeilas, pueden citarse
varios trabajos experimentales ([7], [8) y [9)) como tambien algunos analisis numericos (ej. [10)).

Debido a que los trabajos previamente citados no consideran el efecto de las fuerzas de inercia sobre
UlV, LIp y la forma de la superficie Iibre, para el caso de burbujas de tamailo intermedio y pequeilas, y
trabajan en una range reducido del Numero Capilar, el principal objetivo del presente trabajo es
analizar la influencia de las fuerzas de inercia para distintos valores de numero capilar cuando
A < 1.15.

EI desplazamiento en estado estacionario por un gas inviscido, de un liquido Newtoniano e
incompresible, confinado en un tube horizontal de seccion circular estli gobernado por las fuerzas
viscosas, capilares e inerciales. Considerando al Iiquido incompresible, de viscosidad (p) y densidad
(P), las ecuaciones adimensionalizadas que gobiernan el comportamiento del flujo son la conservacion
de masa

r = -_P-£ +[(v~)+(v~y1
Ca(V) -

En (3) P es la presIOn e !es el tensor identidad. Las escalas caracteristicas empleadas en la

adimensionalizacion fueron la velocidad media del fluido lejos de la burbuja (V) y el radio (d) del
tube; la tension y la presion se midieron en unidades de (aid), siendo a la tension interfacial. Los
numeros adimensionales que surgen y permiten caracterizar el sistema son, el numero de Reynolds

Re = pVd, que relaciona las fuerzas inerciales y las viscosas, y el numero capilar Carv) = pV que
p a

relaciona las fuerzas viscosas y las capilares. En la Figura 1, se muestra una representacion del
dominio del flujo y las condiciones de frontera asociadas, considerando la simetria del problema.
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Figura 1: Representaci6n del dominio axisimetrico de flujo, condiciones de contomo
adimensionalizadas y sistema coordenado adoptado para el modelo.

Sobre las paredes, las condiciones de frontera estan dadas por la condici6n de no-deslizamiento y no-
penetrabilidad, las componentes u y v del vector velocidad ( ~ ) adoptan los siguientes val ores

En el eje del tuba se consideran condiciones de simetria, es decir

ur=Ou =0 . v=O en r=O y OS-z<A y A'<zS-z/ (5)ar
Los vertices de la burbuja son puntos de estancamiento, en consecuencia la velocidad debe ser igual a
cero en los mismos.

Como el tlujo lejos de la burbuja (en z = 0 y z = z/) es unidimensional, el perfil de velocidades debe
ser parab6lico y ademas satisfacer las condiciones (4) y (5); resulta entonces

u(rJ=-2(l-r2)+!!. ,v=O en z=O yz=z/paraOSorSol
V

Las condiciones de frontera impuestas a 10 largo de la interfase liquido-gas incluyen el balance de
tensiones en la interfase y la condici6n de no transferencia de materia a traves de la misma.

En este trabajo el gas se considera inviscido, la fase gas no ejerce esfuerzos de corte. La presi6n del
gas es uniforme en todo punto interior a la burbuja y se fija arbitrariamente igual a cero. por 10 que el
balance de tensiones en la interfase resulta

1 (dt -n.e)T·n=- ~+--=-=!..
- - CalVi ds rSL

En la ecuaci6n (7) [ representa el versor tangente a la interfase. apuntando en la direcci6n de longitud
de arco (s) creciente y !! es el versor normal a la superficie libre dirigido hacia afuera de la fase liquida
rSL corresponde a la coordenada r de la superficie Iibre en el punta de interes.

La condici6n de no transferencia de materia esta determinada por
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EI conjunto de ecuaciones no lineales, junto con las condiciones de contorno asociadas, se resolvio
numericamente discretizandolo con el Metodo de Elementos Finitos, utilizando la tecnica de Galerkin.

La superficie libre se parametrizo mediante la tecnica expuesta en [II] para flujos con superficie libre,
la cual tiene como ventaja fundamental la simplicidad con la que pueden ser ingresadas las
condiciones de contorno de la interfase en el cOdigo numerico y la facilidad con que son computadas
las variables superficiales, permitiendo la resolucion simultanea de las ecuaciones.

Para la resolucion numerica del sistema discretizado se eligio el metodo de Newton - Raphson.
Debido a que en este trabajo se analiza la influencia de distintos parametros adimensionales (Re, Ca(V)
y It) en un amplio rango, se recurrio, para la inicializaci6n, al uso de la tecnica de continuacion de
orden cero.

Se presentan algunos de los resultados obtenidos correspondientes a UlV y formas de burbujas para
distintos valores de Ca(V) en funcion del Re y A-

Los resultados numeric os indican que la influencia de las fuerzas de inercia sobre UlVes despreciable
a numero Capilar bajo, predominando en este caso el efecto de las fuerzas capilares, Figura 2 (A). La
influencia aumenta al aumentar el numero capilar, siendo notoria para Ca(V)20.5, Figuras 2: (C) y (D).

En general, a medida que el Re aumenta, la movilidad de la burbuja disminuye, cualquiera sea su
tamaiio. Para Ca(V) ~ 0.1, parece observable que el valor de UlV tiende a un valor asint6tico al
aumentar el numero de Re, Figuras 2: (A) y (8).

Para burbujas muy pequeiias, 1t«I, UlVtiende a 2, independientemente de las fuerzas de inercia 0

capilares, la burbuja tiende a desplazarse a la velocidad maxima del fluido, la cual en un flujo
Poiseuille, es igual a 2 V, los resultados concuerdan con 10 reportado en [12] Y [13].

Por otra parte para Ii.>> 1 entre la pared del tube y la interfase Iiquido-gas se forma un film estanco de
espesor constante, hoD, por 10que UIVes dependiente del Ca y el Re.

Para nilmero Capilar pequeiio las burbujas mantienen su forma simetrica, por el efecto de las fuerzas
capilares y ista no se ve alterada al variar el Re en forma significativa. AI aumentar el numero Capilar
se pueden observar variaciones en la direcci6n axial y en la curvatura de la parte posterior por
aumento del Re para tamaiios comparables de burbujas, Figuras 3 y 4.

Resultados numericos, que no se ilustran aqui, indican que LJp vs. It es independientementes del Re
para valores pequeiios de numero Capilar. Del amilisis de los mismos se puede concluir que el efecto
de las fuerzas de inercia sobre LJp es considerable para valores de Ca(V) mayores que 0.1 10 cual se
relaciona con efectos de las fuerzas inerciales sobre la forma de la superficie libre y la movilidad
relativa.

En este trabajo se presentan los resultados de las simulaciones numericas en terminos de los efectos de
los parametros adimensionales que caracterizan el sistema, Ca(V), It y principalmente Re, sobre la
relaci6n UlV, la deforrnaci6n de la burbuja, la caida de presi6n a travis de la burbuja, d.
A partir de la resoluci6n numerica de las ecuaciones que gobiernan el problema, se determin6 la forma
de la superficie libre, desconocida a priori, conjuntamente con los campos de velocidades y presion.
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Figura 2: Gnifica de UIV VS. A para valores fijos de Ca(Y) y distintos valores de Re. (A) Ca(Y)=O.001. (B)
Ca(Y)=O.l. (C) Ca(Y)=0.5. (D) Ca(Y)=l.
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