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En este trabajo introducimos un estimador a posteriori del error adecuado para el analisis de la
propagacion de fracturas. Es conocido que la propagacion depende solo del cambio de forma en
la superficie del cuerpo. Para simular la misma se debe extender esta velocidad a todo el volumen
del cuerpo. EI estimador que presentamos, no solo toma en cuenta el error producido por la
aproximacion de elementos finitos del campo de desplazamientos, sino que tambien consider a el
error producido por el gradiente de velocidad. Esto produce una sucesion de mallas adecuadas
para cada campo de velocidades prescripto.

In this work we introduce an a posteriori error estimator appropriate for the analysis of cracked
bodies in linear elastic fracture mechanics. It is well-known that the propagation depends only
on the shape change in the surface of the body. To simulate it the velocity field must be extended
to all the volume of the body. The estimator we present, consider the displacement aproximation
error and velocity gradient dependence. An adaptive finite element analysis is perfomed in order
to ensure a good accuracy during the numerical evaluation of IT

FORMULACION DEL PROBLEMA
Consideramos las ecuaciones de equilibrio (estatico) de un cuerpo elastico:

ii(u, v) = j(v), "Iv E Ht

ii(u, v) = r a(u)· f(V) dfltln,
y, supondremos pequenos desplazamientos,

e(ii) ('Vii)' = ~['Vii + ('Vu)T]

a(u) Ce(u) = [2J.LI + A(I (9 I)jf(ii) (3)

para todo t E [0,T] y U,v E Ht = {Hl(fltl: s.t.iilftD = 0, ft = ftD U ftN, fID n ftN = 0.
Ambas formas son continuas sobre Ht y la forma bilineal es Ht-eliptica. De estas propiedades,
en virtud del Lema de Lax-Milgram, la solucion u del problema (1) existe yes unica. Entonces,
es posible defmir el funcional cuadratico

IT := H1(flt) •....• ~

U •....• IT(ii)=~ii(u,u)-j(V) (4)



En elasticidad, cuando ii es la solucion cle (1), este funcional es la Energia Potencial Total .
Aclemas, este funcional clepencle fuertemente cle la forma clel clominio nt.

EI objetivo principal cle esta nota es la evaluacion cle la sensibilidacl al cambio de forma (primer
y segunclo orclen) del funcional II y la solucion ii y tambien el desarrollo de un estimaclor a
posteriori clel error para' un amilisis aclaptivo de elementos finitos.

SENSIBILIDAD AL CAMBIa DE FORMA
Consicleremos un clominio acotaclo n en R n, y sea V un campo vectorial suave clefinido en su
frontera 8n. Este campo define una familia cle clominios que depenclen de un panimetro {nt},
t E J, donde J es un intervalo abierto (J = (-E, +E)), de acuerdo a la siguiente transformacion
de la frontera

De esta expresion es claro que n == no, y t es un parametero que modifica la forma de n. Es
util reformular el problema para obtener un problema de dominio fijo. Para esto introducimos
el campo V de manera que sea una extension suave de V definida sobre todo n = no'

donde N es elnumero de puntos con una velocidad prescripta, Wi es el peso asociado al punto i
y 13 determina la suavidad de los cambios.

V(x) coincide con V(x), para todo x E 8n. La transformacion

define, para t suficientemente pequeno, una aplicacion uno a uno entre no y nt. Denotando por
F el gradiente de esta transformacion, F = I + tvV y por meclio de un cambio de variables
podemos formular todas las ecuaciones en el dominio de referencia n, haciendo la dependencia de
t explfcita. LLamaremos a y f a las formas correspondientes. Tambien, para cualquier funcion
w definida en nt Ie asociamos W definida en n utilizando la formula,

in C(vuF-1)'. (vvF-1)SdetFdn

I" b. v detF dn + I" t· v IIF-TnlldetF. drin irN

clonde ahora u E Ho(n) esui relacionada con la solucion de equilibrio ii E H,(ntl a traves cle la
ecuacion (8).

Para t = 0 la ecuacion cle equilibrio se escribe

I" C(vu)s. (vv)Sdnin
I" b. v dn + I" t· v dr
in irN



Queda claro que la expresion anterior puede considerarse como la descripcion material de los
campos espaciales 0 ecuaciones definidas ell l1,. Gracias a estas transformaciones pueden ser
ahora facilmente derivadas con respee to a t.

Como v E Ho(l1) deri'"ando obtenemos

j~C(V'u)S . (V'v)Sdl1 - I"L(u,V).Yvdl1+ I"b.vdl1+ I"b.vdiuVdl1+In ~.~
+ I" i.vdf+ I" t·vdivsVdf, VVEHo(l1)

JrN JrN

La ecuacion variacional (13) nos conduce a la evaluacion de U. La forma bilineal asociada a esta
expresion es identic a a la correspondiente forma bilineal en la ecuacion (11). En el caso en que
b = 0, i = 0 y divs V = 0 en f N la expresion anterior se reduce a

in C(V'u)S . (V'v)Sdl1 = - in L(u, V) . V'vdl1,

ESTIMADOR A POSTERIORI PARA I{IT(u) - IT(Uh)}!
Definimos los indicadores locales por:

1/T = {ITIIIRllh + ~ L lilllJfI15,e}!
fEiJT

E.T = {ITIIIR*llh + ~ L lilllJ*fI15,e}!
. fEiJT

f [CV'( uh)S!n

l~t - [CV'(Uh)S]n)"

1

ViEEI,
VfcfD,
Vf C fN

[L(Uh, V) + CV'(Uh)S]n
o VfCfD,
2 (i + dius Vt - [L(Uh, V) + CV'(uh)S]n) ,
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En esta seccion presentamos algunos experimentos numericos que muestran el comportamiento
del estimador, asi como tambien la contribucion de los distintos terminos del mismo,

POl' simplicidad hemos incluido solamente los resultados mas significativos referentes a un caso
conocido en la literatura como Compact Test, este es experimentalmente estudiado para la
determinacion de propiedades asociadas con la propagacion de fractura.

Las dimensiones de la pro beta modelada son de 32mm x 32mm x 6.4mm de espesor, donde
hemos aplicado una carga de 1N/mm en ambos agujeros, vamos a suponer que la fisura indicada
en el esquema se propaga en forma plana.

Para simular la propagacion de la fisura asumimos un campo de velocidades virtual con las
siguientes propiedades: Las componentes Vy = V. = 0.0 en to do el dominio. La componente
Vx = -0.15625 en el frente de la fisura, en el resto de la superficie es Vx =0.0, excepto en el
plano horizontal de simetria donde se interpola con la ecuacion (6) al igual que en el interior del
dominio.

. ". .. -------------
.......~t=Y. .j

Figura la) Dominio y ZOnade influencia en el calculo del decresimo de energia. b) Malla
inicial

Hemos utilizado como juego de parametros para la velocidad, (3 = 10.0, VVnonulos = 10.0, Wnulos
= 1.0. Dado que al fijar los mismos fijamos tambien las zonas que pesan al momento de calcular
el decresimo, calculamos el campo de densidad de decresimo de energia y mostramos en la figura
1a en transparencia la region donde el valor de la densidad de decresimo esta en el rango 0.2 a
100 % del valor maximo, en el resto de las figuras se observan las zonas de nivel de la mencionada
region superpuestas alas mallas, es de notal' que con el campo de velocidades utilizada la region
que aporta significativamente al calculo esta relativamente lejos del frente de la fisura.



Figura 2 Malia adaptada (vista total y detalle) utilizando como estimador '7, mall a final
23916 nodos, 109812 elementos.

En la figura 2 se observa la malla luego de un proceso adaptivo utilizando como estimador del
error solamente 1] (19), al estar superpuesta con el area de inten~s para el calculo del decresimo
de energia se puede notar que la insercion de nodos se produce en la zona de la fractura y en
la zona donde ejerce su fuerza el perno, esto es asi ya que este termino contempla el saito entre
elementos de V'(Uh).

Figura 3 Malia adapt ad a (vista total y detalle) utilizando como estimador J*, malla final
17002 nodos, 85738 elementos.

En la figura 3 en cambio la malla que se muestra ha sido obtenida utilizando para el remallado el
termino del estimador J* (20) que tiene en cuenta el salto entre elementos de V'(Uh)' Alii puede
que la malla no esta densificada en e\ perno ni en \a fractura, densificando apropiadamente en
la region marcada con los mas altos valores en la densidad de decresimo de energia.

En la figura 4 se muestra la malla final obtenida por remallado utilizando como indicador del
tamao deseado el estimador completo (21) con 0=10.
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Figura 4 Malia adaptada (vista total y detalle) segun el estimador completo, malla final
31493 nodos, 153850 elementos,

El valor te6rico del decresimo de energia integrado sobre to do el dominio para este caso es
G = IT(u) = 1.5772xI0-5N/mm, en la tabla I mostramos el valor obtenido en funci6n del paso
de remallado, Alii podemos vel' que lIegamos a una presici6n del 4%

Gxl0 °N/mm nodos elementos
1.24613 3276 13647
1.45394 3960 18811
1.46494 9230 46078
1.49647 17436 88887
1.50563 22887 113701
1.50648 31493 1.53850

CONCLUSIONES
Siendo el analisis de sensibilidad al cambio de forma una herramienta import ante en los calculos
de fractomecanica tridimensional, la elecci6n de un campo de velocidades adecuado que simule
la propagaci6n de la fractura se convierte en una nueva fuente de error. El estimador present ado
contempla esta nueva fuente de error que aparece en el postproceso, permitiendo adaptar las
mallas de manera mas conveniente para el calculo de IT. En el caso mostrado, el proceso adaptivo
muestl'a ser l'obusto y mas preciso que otros algol'itmos conocidos, .


