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Resumen. En este trabajo se presenta una ecuacion lineal, donde dado un término de la
matriz de Rigidez que corresponde a los grados de libertad ortogonales entre diversos nodos
que usted puede calcular directamente el otro término de la matriz de Rigidez que
corresponde a los otros dos grados de libertad ortogonales de estos nodos. Esta ecuacion
relaciona un total de 28 pares de términos y mantiene la precision del método que se utiliza
en el calculo de los primeros términos.

1. INTRODUCCION

El método de los elementos finitos es una de las opciones principales que tienen los
ingenieros para encontrar soluciones numéricas a una amplia gama de los problemas de la
ingenieria. Su uso requiere el calculo de la matriz de rigidez que implica la integracion de una
funcidén racional, por lo cual los tiempos de CPU son muy grandes, ya que la integral a
resolver es una funcion racional donde el denominador es el jacobiano de la transformacién a
utilizar.
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2. FORMULACION

Sea la siguiente configuracion de nodos, numerados en sentido anti-horario y con dos grados
de libertad por nodo, figura 1.

Figura 1: Numeracion de nodos y grados de libertad.

Recuérdese que la relacion esfuerzo-deformacion es dada por:

c=Deg (1)
Donde;
o=[s, o, o] 2)
ez[sx €, SZ]t 3)
Para un material isotropico, la matriz deformacion-desplazamiento es:
E, E, O
D=|E, E, O 4)
0 0 G
Para el esfuerzo plano,
E
E. =
12
E, =VE, (%)
y en deformacion plana,
___Bl-v)
o(L+v)i-2v)
vE
E, = : (6)

1-v)
En estas E 'y Vv denotan el modulo de Young y el coeficiente de Poisson respectivamente y el
modulo de corte G esta dado por E/2(1+v) .

3072



Juan C. Osorio, Iris J. Lozada, D. Vaughan. Griffiths, Miguel Cerrolaza

Mediante una transformacion de coordenadas T, el elemento real en el plano XY, es enviado
en un cuadrilatero con lados paralelos a los ejes coordenados de vértices (-1,-1), (-1,1), (1,-1),

(1,1), el cual se muestra en la figura 2 y donde muchos resultados resultan mas practicos de
trabajar.

N, 7 M, Ny
£
4 p
Ng Ng
Ny e Ny

Figura 2. Elemento Finito en el plano Gaussiano

Para interpolar el campo de desplazamiento, la geometria y la deformacién en cada nodo se
utilizan las funciones de forma:

Nl:_Tl(l—n)(l—e)(l+s+n) N, :_Tl(l—n)(l+s)(l—e+n)

N, == (enfLrefi-e—n) N, = (enfi-efie-n) ()
sté(l_n)(l_gz) Ne=%1—ﬂ2)(1+8)
N7=%(1+T|)(1—82) Ngzé(l—nzﬁ—s)

La transformacién de coordenadas que relaciona el plano XY con el plano en estd dada por
8
X = Z:Ni(s,n)xi
i=1
8
y=2_Nien)y, (8)
i=1

1

Los elementos de la matriz de rigidez de un elemento cualquiera, se obtiene al calcular la
integral:

K, = [ B{DBdxdy 9)
A
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Con ) .
Ni
0x

Boo0 0%
oy

ON; ON;

| 0y  Ox |

Mediante el cambio de variable la integral anterior es equivalente a

1 1
K, :j J‘Bf(g,n)DB(s,nMdedn

-1 -1

Donde, el escalar |J| es el determinante de la matriz Jacobiano con,

ox
os
ox
on

J=

Utilizando la notacion:

oy
oe
oy

on

ON.

T, =—1

al desarrollar el integrando, se obtiene

ISH)Bj|JL:{

E,T,T, +GS,S, E,TS, +GS T,
E,S,T, +GT,S, E,SS,+GT,T, |

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

Por lo tanto, las entradas de cada bloque de la matriz de rigidez de un elemento cuadrilatero
isoparametrico de ocho nodos en el plano Gaussiano estan dada por

j T\J\(ElTiTj +GS,S, Medn
1-1

,[J.‘J‘(EZSiTj + GTiSj)den

L-1-1

L
L L—r

J|(E,T,S, + GS,T, Medn

J|(B,S;S, +GT,T, Kedn
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Por otro lado, los términos de la matriz de Rigidez se clasifican en diez grupos segun el
analisis de incidencia de los grados de libertad de cada nodo con todos los grado de libertad

(GDL) del elemento como se muestra en la siguiente tabla.

GRUP TERMINOS DESCRIPCION

O

A K]l’ K22, K33’ K44, K55, K66; K77, Kgg, Kgg’ K1010, Kllll, GDL paralelos en el miSHlO n0d0.
K212, K313, Kiga, Kisis. Kieie

B Kz Kss, Kse Kz, Koo, Kit12, Kiz1a, Kisie GDL ortogonales en el mismo nodo

C K]3, K35, K57, K|7, Kg]], K|1|3, K]3]5, K915, K24, K46: Kég, GDL paralelos de nodos Separados por
Kog, Koz, Ki14, Kiais, Kiois un nodo.

D Kas, Kie, K7, Ko7, Kiorr, Kings Kiars, Kiors, Kas, Kss, | GDL ortogonales de nodos separados
Kig, Kias Kini3, Kisi6, Kois, Koin por un nodo.

E Kis, Koz, Ks7, Ki115, Kog, Kas, Kio14, Kinis GDL paralelos en nodos opuestos.

F K]G, K914, K38, K1116, K25, K1013, K47, K1215 GDL perpendiculares en nodos OpueStOS

G Ko, Kio, K311, Ksi1, Ksi3, Koz, Kois, Ki1s, Koo, Kgp0, | GDL paralelos de nodos adyacentes
Kaiz, Ke1o, K14, Kgia, Ksgie, Kois

H K] 105 K310, K312, K512, K514, K714, K7167 K] 165 K29, K49, GDL perpendiculares de nOdOS
Kain, Ko, Keis, Ksis, Kgis, Ko adyacentes

I Ki 11, K11, Koo, Kso, Ksis, Ksis, Kapz, K13, Ko, Kspp, | GDL paralelos de nodos separados por
Ksi0, Keio, Keis, Kats, Kaiar Koia dos nodos.
Kz]], Kg]l, Kgg, K699 K615: K415, K4]3, K2]3, K]]z, K7]2, GDL paralelos de nodos Separados por

J K710, Ks10, Ks16, K316, K314, Ki 14 dos nodos.

Tabla 1. Clasificacion de los Términos de la matriz de rigidez

3. ALCANCES

Dados

o= f j|J|(E2TiSj +GS,T, Medn

-1-1

(16)

o= j .1[|J|(EZSiTj +GT,S, Medn
-1-1

Lema 1 Se cumple para todo 1<i,j<8 que

oN, N,

0N, 0N, 1 0N, &N, oN, oN|

ox oy oy ox |I e oan  on oe
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Prueba Se tiene que

N ()N (N
oe |_| 0e 0Og|| Ox -7 ()4 (18)
N, |7 ay||aN | TN,
o on on)\ oy oy
entonces
N, ¥y (N Oy ON; oy N,
ox |_1| onm de || oe |_1| on 0e 0e oOn (19)
N Th| o ax || N | ax N, ax N,
dy on G )\ o om e e o
por otro lado,
ON;
ON; ON; oN; ON;  (aN, oN, || ay
ox Oy Oy 0x ox oy )| ON,
ox
oy ox)(_on ax) (N,
_ L (ONg ONi} | om  om|| on de|| o
pfloe on)|_dy ox || o Oy || N,
O0e Ot on 0oe)\ on
_Ox 0y Ooxdy Oyox 0x0y |[ON,
_ L [0N; ON; )| omon omon onde onde || o
Flae on)| vox axoy oxoy oxoy || N,
on Oeg 0On O¢ Oc O Ot Og on
ON;
Jl (ON, ON;, 0 1 0
a0
|J| de  on ) \-1 0)] 9Ny
o
_ 1 ON, ON; 0N, ON; "

|J| de on On Oe
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El siguiente teorema nos da la relacion entre los términos de la diagonal secundaria de cada
uno de los bloques de la matriz de rigidez identificado en (15).

Teorema 1 (Osorio-Lozada) Los términos de la matriz de rigidez de un elemento finito de
elasticidad plana de 8 nodos, correspondiente a los grados de libertad ortogonales satisfacen
las siguiente ecuacion lineal

11 11
ON - ON. ON.
-0, = (H— S dean- [0 T gean) @21)
2(1 5% Oe s,om  Oe
Prueba
11 6 1 N a
Denotemos por A” = JIaN |J|dA j 8 |J|dA del hecho que G=
2(1+v)
y Ez—IVE tenemos de (15) que
%
a-az—li—pvﬁ+uwmﬂzw¥+wvmﬁ
PP 2a-vD)
ZL[Q v-1+v)A+(-2v+1-v)B'] (22)
2(1-v?)
E * *
=— 3v-1)(A-B
Sy Gy (B

Por el lema 1, se tiene que
ON, ON; oN, ON, _l_(aN; ON; 0N, aNJj

ox oy oy ox :|J| % on  om o6

Sustituyendo en (19), obtenemos

ON, aN ON,
o -a,= (:[J.l ox 5‘y 8y ox

L N, ON; oN; ON
)(H|J| o

)HMAX3VI)

LJjdA )

%
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NA 11 N )
-1)( j j j AT (23)
2(1 88 n on oOe
En conclusion, la ecuacion (21) es satisfecha.
Observacion: Para la deformacion plana, solo cambia la constante
11
E ON; ON; ON; ON;
= 4)(”— Jdd “’ - dedn (24)
2(1+v)(1-2v) °5 0 ket
11 11
oN; N ; ON
En la tabla 2, se muestran los valores de A= I I - = I I— ,
-1-1 88 -1-1 0
obtenidos de losnodosiyjcon 1<i< 8y i+1 <j 58.
j\i 2 3 4 5 6 7 8
1 A=0.08333 | A=10444 A=0.08333 | A=0.1111 | A=-0.1111 | A=0.1111 | A=-0.5555
B=0.08333 B=1.9444 B=-0.08333 | B=-05555 | B=-0.1111 | B=0.1111 | B=0.1111
2 A=008333 | A=-19444 | A=-0.1111 | A=05555 | A=0.1111 | A=0.1111
B=0.08333 B=-19444 | B=0.5555 | B=-0.1111 | B=0.1111 | B=0.1111
3 A=0.08333 | A=-0.1111 | A=05555 | A=0.1111 | A=-0.1111
B=0.08333 | B=0.1111 | B=0.1111 | B=-0.5555 | B=-0.1111
4 A=0.T111 | A=0.1111 | A=-0.1111 | A=0.5555
B=0.1111 | B=0.1111 | B=0.5555 | B=-0.1111
5 A=-0.4444 A=0 A=0.4444
B=-0.4444 B=0 B=0.4444
6 A=0.4444 A=0
B=0.4444 B=0
7 A=-0.4444
B=-0.4444
8

Tabla 2. Valores de A y B para los diversos pares de nodos

A continuacion, los términos de la Matriz de Rigidez para los cuales se obtiene la igualdad y

los grupos a los cuales pertenecen.

Del Grupo F, estan los términos kj ¢-ko s y ks s= ks 7 (figura 3.a). Ademas de los términos

3078



Juan C. Osorio, Iris J. Lozada, D. Vaughan. Griffiths, Miguel Cerrolaza

ko 147kio,13 y Ki1,16= ki2,15 (figura 3.b).

Y Y
3 - 6 T
- - -
> | s TR
N / A - A
~ /7 § -
X ﬁ—ll— ——
/
z‘ ~ \“‘T‘l :T
e — >
i 3(4) - 3k
Figura 3

Del Grupo J, los términos k1,12:k2,11, k3’14: k4,13 R k5,16:k6’15 y k7,10: kg,g (figura 4.a) aparte de
los términos k1,14:k2’13, k3,16: k4’15,k5’10:k(,,9 y k7,12: kg,ll (ﬁgura 4b)

F 3 & F 3 T &
g '_'_T & 3 14 g
- —» - > —
\_ = v F_,,a- 3 ‘“a,/ 13 , 3
.g’l - { * + / - 4

.ﬁ: :_,—p. - — \7!-& —

t Y,

15 11 il f.-‘ 1
A \"f ~ A &/ Ht\f{ A
lj,f P : 2 10 e

— : - 3 - —> : - : -

A=) 4k

Figura 4

Por ultimo del Grupo D, se tienen las siguientes igualdades entre los términos ko 12=kj0 11,
ki1,14= k2,13, ki3,167K14,15 Y ko,16= Ki0,15. Ver figura 5

|
r .

1A
ak

Figura 5
Ahora, para los pares de nodos en los cuales no se obtuvo la igualdad de los escalares A y B,
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se tiene que los términos de la diagonal secundaria satisfacen una de las siguientes
ecuaciones:

E
a1=-0.166666m(3v-1)+ a, (25)
o =066666L(3v-1)+ o (26)
o 2(1-v?) ?
o,=-0 66666L @Bv-)+ a (27)
1 . 21— 2) 2
Del grupo D(Nodos Esquinas)
Para Calcular de Ecuacion
ki 4 ks 3 (24)
k3.6 kys (24)
ks g Ko7 (24)
ky7 kg (24)
Tabla 3
Del grupo H
Para Calcular de Ecuacion
Ki10 Koo (26)
k.10 kg1 (26)
Ks.14 Ke.13 (26)
K7.16 Ks.i5 (26)
K116 k.15 (27)
K310 ka9 (27
ks.12 Ke.11 (27)
k714 ks.13 (27)
Tabla 4

Ejemplo Considere un elemento cuadrilatero como se muestra en la figura 6. Tomando las
condiciones de esfuerzo plano, con E=0.5 y v=0.

10
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Si se calculan (en este caso mediante cuadratura de Gauss de orden 3x3) los términos

k29=-0.072669 y ks15=0.20248 , se pueden obtener a

Ki.10=0.66666 . 0.25+(-0.072669)=0.093997
K7.16=-0.66666 . 0.25+0.20248 =0.035815

CONCLUSIONES

A partir de la clasificacion de los términos de la matriz de rigidez tomando en cuenta para
esto, la incidencia de cada uno de los grados de libertad sobre los demas grados de libertad
y desarrollando la diferencia de los términos de la matriz correspondiente a grados de
libertad ortogonales, se encontré un conjunto de tres ecuaciones lineales que relaciones a

estos términos de manera directa.

La Exactitud de estos resultados depende del método con el cual los términos de entradas
son calculados. Por otro lado, en este trabajo, se obtiene de manera directa 28 términos de
un total de 136 términos, esto indica que se reduce un 20,58% de los calculos de términos
y por ende una buena reduccion en el tiempo de CPU. Estos resultados pueden ser

extendidos a otros tipos de elementos finitos planos y tridimensionales.
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